N
N

Intervalos de Confianca

Prof. Adriano Mendonca Souza, Dr.
Departamento de Estatistica
- PPGEMQ / PPGEP - UFSM -

20/9/2008

N




Estimacao de Parametros

O objetivo da Estatistica € a realizacao de inferéncias
acerca de uma populacao, baseadas nas informacoes
amostrais. Como as populacoes sao caracterizadas por
medidas  numéricas  descritivas, = denominadas
parametros, a inferéncia estatistica diz respeito a

realizacao de inferéncias sobre esses

parametros populacionais.



N

Os métodos de realizar inferéncias a respeito dos

parametros pertencem a duas categorias.

¢+ Pode-se tomar decisOes relativas ao valor do
parametro, atraves de um teste de hipotese;

+ Pode-se estimar ou prever o valor do parametro.




N

Qualquer caracteristica de uma populacao pode ser estimada a

partir de uma amostra aleatoria.

Entre as mais comuns, estao a média e o desvio padrao de uma populacao

e a proporcao populacional.




Estimacao Pontual

As estatisticas amostrais sao utilizadas como estimadores de

parametros populacionais.

Assim uma média amostral é usada como estimativa de uma

media populacional.

Tais estimativas chamam-se estimativas pontuais, porque originam

uma unica estimativa do parametro.



Média e variancia de uma populacao

N

normal My; o)

O melhor estimador da média populacional p € a média

amostral (x) :

— 1

X=—X,+X,+..+ X))

n
sendo X variaveis aleatorias independentes tem-se:

E(Xi): I , 1=1,2,...n

Var(X.)=c"
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L/

Assim,

E(X) =%E(X1 + X, +..4+X) =%[E(Xl)+E(X2)+...+E(Xn)]

=t gt =" = g
n n

VakX) =i2 VakX +X,+..+X) =12[Va;(Xl)+Va;(X2)+...+Va;(Xn)]

n&_&

n

_ ] [02 +0° +.. +02]—




E(X)=p revela quer X € um estimador ndo tendencioso de
i ] _
u. Var(X)=c"/n revela que quanto maior o valor de 7, menor a sua

variabilidade. Assim, neste caso, sendo 9= , adotaremos 0=X

LS x -y

A variancia populacional ( 5*) o estimador &, com S°=-——
i=1

N

2 7 ~ = T 4 . (W all
0 =8" , é ndo tendencioso, conforme ja foi exemplificado.

; 2
Adotaremos assim, para 0=c".
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Exemplo:

L/

@ Se de uma populacao normal extraimos amostras cujos valores
sao: 1.1; 0.9; 0.3; -0.2; -3.1; 1.5; -2.7; 0.5; -1.5; 2.1, obtenha
estimativas pontuais da U ; o° e AX>2.5).

Estimativa de y:

}=%[1.1+0.9+o.3+...+2.1]:—0.11

Estimativa de 5 2:

S? =é[(1.1+o.11)2 +(0.9+0.11)° +...+(2.1+o.11)2]=3.17




Estimativa de AX > 2.5):

Sendoo® =317 o=178

X-p  25-(=011)
c 1.78

= 1.466

Assim para X =25 z=

S

P(X >25)= P(Z >1466)=1- P(Z <1466)=1-09286 = 714%



Média e variancia de uma proporcao (p)

Consideremos agora 0 caso em que O=p , de uma
populacao que apresenta certa caracteristica. Extrai-se
da populacao uma amostra de tamanho n. X sera o
numero de elementos da amostra que apresentam a
caracteristica em estudo.

E intuitivo que um estimador da proporcao p seja a
proporcao amostral 2 :



As observacoes dos n elementos podem ser considerados como n
provas de Bernoulli com probabilidade de sucesso p, ou seja, X tem
distribuicao binomial com média np e variancia npg, temos:

& X)) 1 . X 1 pq
E(p)= E(—j =—(np)=p Var(p)= Var(—j =—npq=—
n n n n n

Assim D @ nao tendencioso.



N

O desvio padrdo de p é também denominado de Erro-Padréo de p

representado por EP(p) = 1/ﬂ sendo p=p e q=g=1-p .
n




@Para se avaliar a taxa de desemprego em determinado Estado,
escolhe-se uma amostra aleatoria de 1000 habitantes em idade de
trabalho e contam-se os desempregados: 87. Estimar a proporcao de
desempregados em todo o Estado (populacao). Avaliar o erro padrao de

estimativa.

. X 87 .
p="=r 0 =0.087=87% p=p=8.7%
G=1-p=0913

pg _ \/(0087)(0.913) 0000  5=0009

EP(5) = | P41
(P)=y7, 1000
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Estimacao Intervalar

L/

Sabemos que a estimacao por ponto € em geral
insuficiente, pois a probabilidade, de que a estimativa
adotada venha a coincidir com o verdadeiro valor do

parametro é praticamente nula.

Isso decorre dos estimadores serem muitas vezes VA continuas,
logo as estimativas serao diferentes do valor do parametro,

entao temos um erro de estimacao.
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Em virtude da variabilidade amostral, € usual incluir uma estimativa
intervalar, com certo nivel de confianca (1-a) ou de

significancia o, para acompanhar a estimativa pontual.

Essa nova estimativa proporciona um intervalo, de possiveis

valores do parametro populacional.

Constroe-se um intervalo em torno da estimativa por ponto, de
modo que este intervalo contenha o

verdadeiro parametro populacional.




Seja entao X, +X,+..+X, uma amostra aleatoria de uma
populacao e 6 o parametro de interesse. Sejam 6,

N

e 0O, estatisticas tais que:

P,<0<6)=1-a

Entao [éo;élj e chamado intervalo de confianga de nivel
100( 1 - o)% para o parametro g . Usualmente toma-
sel- & =0.95o0u 0.99.



1 - a— é o nivel ou grau de confianca e fornece a

probabilidade de conter o verdadeiro parametro.

O — € o nivel de significancia, representa o erro que se esta

cometendo ao afirmar que a probabilidade do intervalo

[ 6. <0 <0, ] conter o verdadeiro valor do pardmetro

populacional 9 é (1 - a ).
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‘Valores Criticos de Z para o e o / 2.

o 10% 5% 1% 0,5% 0,2%
Z, 1,28 1,64 2,36 2,58 2,88
Zy 12 1,64 1,96 2,58 2,81 3,06

Muitos estatisticos consideram a construcao de intervalos de confianca
como o principal método de estudo de um parametro populacional
através de uma amostra.



Como o IC é construido com base na estimativa por
ponto, € aleatorio, a0 passo que o0 parametro €

suposto uma constante da populacao.

Assim, o IC contera ou nao o parametro, com
probabilidades 1 - a e a..

E incorreto dizer " probabilidade do pardmetro CAIR no intervalo".



Consideremos uma populagao normal com média L

e desvio padrao O e uma amostra dessa populacao.
Sabemos pelos resultados do Teorema Central do
Limite que a média X desta amostra tem distribuicao

normal com média WL e desvio padrioc/vn , ou

seja:

X — u |~ N:(0,1)




Fixando O em 0.05, ou seja, 1 —a =0.95 , vemos pela

tabela de distribuicao normal padronizada z que:

0.025 0.025

> X

1.96 0 1.96

P(—196 < Z <196)= 095




isto é: I X - u ]
P{—1.96< <1.96J:O.95
n

c/~n

Reescrevendo as desigualdades entre parénteses, temos:

P[X —196(c//n) < n < X +196(c/~/n)| = 095

Neste caso: 6= € o parametro
0,:6,|=[x ~1.966-/\n ) X +1.96c /v |

E o0 IC de 95% para p, IC(1:95%)



E importante observar que o nivel de confianga (1 - OL )
se aplica ao “processo” de construcao de intervalos,

e nao a um intervalo especifico.

Para explicitar o conceito de IC, suponha que retiremos
um grande numero de amostras de tamanho n, fixo,
da populacao em estudo e, para cada amostra,

construamos um intervalo.

Os limites dos intervalos resultantes serao diferentes.
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L/

O verdadeiro valor do
parametro estara contido,
em meédia, em 100(1 - a)%
desses intervalos.

100(1 - o )% dos intervalos
construidos abrangerao o
verdadeiro valor do
parametro.

No caso u , conforme ilustrado
na figura, mas cada valor
contém, ou nao contém, o
parametro.




A expressao
P[X -196(c/vn)<u< X +196(c/~/n)| =095

deve ser interpretada muito cuidadosamente.

Ela nao significa que a probabilidade do parametro L cair
dentro de um intervalo especificado seja igual a 0.95.

H sendo o pardmetro, estd ou ndo esta dentro do intervalo acima. De
preferéncia a expressao acima deve ser interpretada assim:

*0.95 é a probabilidade de que um intervalo aleatdrio contenha p .”

X ~196(c/v/n); X +196(c/n)




Para uma amostra de 50 observacoes de uma
populacao normal com meédia desconhecida L e
desvio padraoc = 6, seja 20,5 a média amostral X.
Construir um intervalo de 95% de confianca para a
media populacional.

Temos, de imediato que:

P[X =196(c/n) < p < X +196(c//n)| = 095

Assim, tal intervalo é [18.84; 22.16].



A figura seguinte representa a curva M0,1) e a notacao

que iremos utilizar, onde P[\Z| < Za/zl =1-o

o/2 al?

“Zal2 O +Za/2



Na situagao aqui apresentada, N(u;0) com o conhecido,
sabemos que:

X —p

s/\n

~ N(0;1)

logo o intervalo de confianga para 1 sera:

P{—Za/z < % < Za/z}: I-a

P[)?—Za/z(s/\/;)<u<)?-I—Za/z(cs/\/;)]:l—oc

IC (p:(1 = a)100) = [)7— Z . (G/\/;);)?-I— Z o/ (G/\/;)]




Intervalo de Confianca para a média da
populagao ¢ é conhecido

u = média da populacao
X = média da amostra

o = desvio-padrao da populacao

S = desvio-padrao da amostra
n = tamanho da amostra

e, = Semi-amplitude do intervalo de confianga




Seja uma populacao X ~ N (u, o2), sabe-se que:

2

}~N(y,"—j e 7= x/_\/‘i - N(0,1)
n

n O

Pela figura anterior temos:
P[_ZOC/Z S Z S Za/z]zl_a

x =
P[-Z,, < < Z , ]=1-a
[ a2 6/\/; a/2]

Pl~Z,<——=<x-u<Z,——]=l-a



Multiplicando-se por (-1):

Ordenando, temos:
> > C
Plx+Z,,. [—u ¥ = Zyy ==l

Pla=—mZ,p < <x+j; Z,,]=1-a



<4 Como a distribuicao normal € simétrica

Zoc/z =7, 02

+Se o for desconhecido e n > 30, pode-se usar S,
resultando em um intervalo aproximado.

O
+ ©o :Za/Z'— , podendo o IC ser escrito como:
AN

P(;—eo < u< X + e, ) =1—-a



Exemplo:

Feito um ensaio de corrosao com 64 pecas de um lote de
producao, verificou-se que o tempo que a peca suportou
nesse teste apresentou uma média igual a 200 horas.
Calcular o IC de 95% para a verdadeira média, sabendo
que ¢ = 16 horas.

Sabe-se que os comprimentos das barras produzidas por uma
siderurgica tem uma distribuicao normal de variancia 1,69
m2. Numa amostra de cinco barras encontrou-se: 20,1;
21,0, 21,4, 22,1, 23,3 m. Determinar o IC para a
média, com:

a)a =010 — Z, = 1,645
b) a = 0,06 — Z,, = 1,881



c @ desconhecido
Em geral nos problemas praticos o € desconhecido e

devemos estima-lo:

Zn:(xi—)?) 2
S= i=1

n—1

Quanto menor a amostra, mais necessaria se torna a
introducao de uma correcao, a qual consiste em a
variavel "t”de Student ao inves de Z.

f = X - M

S

~n







+ "t"possui n -1 graus de liberdade => t .1y 4,2

S:\/ZXZZ—_I’i)_Cz \/ (ZX f xf)zj

+Convem ressaltar que, quanto maior for o nivel de
confianca (isto é, quanto menor for o nivel de significancia);
mais amplo sera o intervalo

+€y =1, -

(04



Exemplo:

® A seguinte amostra foi extraida de uma populagao normal:
6,6,7,8,9,9, 9, 10, 11, 12. Construir um intervalo para
1, ao nivel de significancia de 10%.

®Construir um I.C. de 95%, para a média populacional, a
partir da seguinte distribuicao amostral:

Classe 0 |— 5 5|—10 10 |— 15 15 |— 20
Freqiiéncia 2 3 5 2



Exemplo:

® Suponha que x tenha uma distribuicao N ( p, o2 ).
Uma amostra de tamanho 25 fornece os seguintes
valores: X x, = 70,8 ; X x? = 3546,8. Determine um
IC de 95% para .



N

IC para a 2 de uma populacao normal

L/

Seja X uma populacao com média p e variancia 2. Sabe-
se pelo Teorema de Fisher, que: X, _S'n-1) .

2
o)

Plyf<y <y;]=1-a«

P[yf =&-1)< y7]=1-«a
52




P[_x lZ_
(n-1).52

Pl & (n-1)

2
A sup

2 —_ V2
Xinf = X1

2
Zinf
2
= Xpgp
XZM_ amboscom §=n-1



+Quando 5 > 30 graus de liberdade € comum usar a

seguinte aproximacao:

X, =1 (£2Z, N25-1)2
2

| é a abscissa normal reduzida

+Como a tabela 42 é unicaudal a direita e o I.C. deve

ser central, deve-se entrar na tabela com o/2 e

(1- 0/2), para encontrar y%.c € ¥ go-



Exemplo:

®Para6,6,7,8,9,9,09, 10, 11, 12, calcular o IC para 2,
ao nivel de 90%.

® De uma populacao normal foi retirada uma amostra de
15 elementos e calculou-se:

¥x. = 8,7 e £x2 = 27,3. Determinar um IC de 80% para
a variancia dessa populacao.

®Calcular um IC de 96% para a variancia da distribuicao
mostrada a seguir (suposta como normal):

Classe 2,2 |— 6,2 6,2 |— 10,2 10,2 |— 14,2 14,2 |— 18,3
Freq. 3 4 5 3



IC para desvio-padrao ¢ de uma populacao
normal

N

L/

__ 2 V 4 u = ~ ’
Se g2 20 1X) é estimador justo de 2, mas S ndo é
n_

estimador de o, pois E[S] = o, tem-se:

V(S?) = E(S?) - EX(S?), logo V(S?) = 62 - 62 = 0, o que

nao tem sentido. O vicio de S com estimador de o,

tende a zero quando N — oo,

Deveriamos adotar um coeficiente de correcao, mas calcularemos um

IC aproximado para o, bastando

extrair a raiz quadrada do IC da &2




N

L/

®
Fazer EX.1, EX.2, EX.3 anteriores.
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I.C. para a proporcao populacional p

L/

Sabemos que f =N ( p, ﬁ)e que, para n > 30, a
n

distribuicao binomial tende a uma normal, entao

s f-p

- Jpg /n




Pl f =Z\paIn < p< f+Z,, | pgln]=l-a



£

X  €asos de int eresse

n total da amostra




Exemplo:

® Retirada uma amostra de 1.000 pecas da producao
de uma maquina, verificou-se que 35 eram
defeituosas. Construir um IC, ao nivel de 95%, para

a proporcao real de pecas defeituosas fornecidas por
essa maquina.

® Uma a.a. de 400 domicilios de uma cidade mostra
que 25% sao casas de aluguel. Qual o IC que
podemos supor que seja o numero de casas de
aluguel dessa cidade, usando a = 2%, supondo que
tal cidade tem 20.000 casas?



IC para a soma e para a diferenca entre duas
meédias (., e u,) de duas populagdes normais,
conhecidas suas variancias c,2e ¢,2.

N

Se X—=—N-(-i--o12)-e X-=N-(p;+ 6,4),- sendo - X-e X,

independentes. Como x, = N(p,, o )

n
_ 52
x2 = N (“2/ - )

n,

(X% £%, )=NI[(p, 1); n—l +% ] para amostras
— n

| 2

a.a. independentes, temos:

7 — (ﬂifz)_ (:ul_l_:u2)

2 2

(o) (o)
\/ 1, 92
n, n,




2 2 2
o, O - - o
1 2 1
+—=<putp, <(ntx2)+Z,,.
ity

nn,

P[()_Cl i)_Cz)—Za/z \/

® Uma empresa tem duas filiais ( A e B), para os quais os
desvios-padroes de vendas diarias sdo de 5 e 3 pegas,
respectivamente. Uma amostra de 20 dias fornecem uma venda
meédia diaria de 40 pecas para a filial A e 30 pegas para a filial B.
Supondo que a distribuicdo diaria de vendas seja normal, construir
um [.C. de 92% para a venda diaria das duas filiais.



I.C. para a Soma e para a Diferenca entre duas
médias (1, e p,) de duas populacdoes normais, de
mesma variancia o2 desconhecida.

Sendo X; = N (u; , 6?2)e X, =N (p,, 62), com X; e X,

T 02 2
independentes, logo xi=N(14,—) €x,=~N(,,) ,
- 1
tem-se que( X, £ X,) = N [(n;: pp); 0. ( —+—)]e:
n, n

(371 J—rfz) _(ﬂl + ﬂz)

\/1 ]
o..|—+—
n,. n,

/ =




Como nao se conhece o2, deve-se estima-lo por S'2, onde:
n, —1).82 +(n, —1).8?

n+n,—2

o= |

o =(ny+ n,-2) graus de liberdade

t(n1+ n2'2),=t5,a

1

S 11 = e
PI(XEX) -ty 8™ |—+— < My By SO EX) + . S+~ ]=1- a
nn,

n, n,



® Duas populacdes normais: X; e X, tem a mesma
variancia. Da populacao 1 foi extraida uma amostra
de tamanho 10, obtendo-se X=15 e S=8. Da
populacao 2 foi extraida uma amostra de 12
elementos, obtendo-se X=12 e S=2. Construir o I.C.

de 95% para a diferenca de médias.



I.C. para a Soma e para a Diferenca entre duas
médias (u, e u,) de duas populacdes normais, de
variancias desconhecidas e ¢,2 # ¢,2_.

SeX; = N(p;,02)eX, =(uy, 0,2), comX; eX,

independentes, entao

2

— — 0)
(x12x2)=N[(, £ 1,);(—+
n,.n,

2
o,

)] Como 6,2 e 0,2 sdo

desconhecidos, temos que estima-Ilas.

— - 2 2 = — 2 2
P[( xlixz)'ta/Z\/SI +S2 S Hps by S(xlixz)—l_ta/Z]\/Sl +S2 =1-U

n,_n, n,n,



- t; ,,0Onde 5 € o gl. dado pelo método de Aspin-

Welch, com arredondamento para menos.

2 2
= —2  onde V1=S_1 e V2=S_2

n, n,

n+1 n,+1



® Duas maquinas de embalar de embalar arroz estao
sendo usadas por uma empresa, sendo uma nova e
outra velha; pegas duas amostras de sacos

embalados, encontramos 0s eguintes pesos, em Kg.
Maquina Nova: 82, 83, 79, 81, 81, 80
Maquina Velha: 79, 82, 78, 74, 80, 77, 75, 84, 78

Construir o I.C. para a diferenca dos pesos medios

populacionais, ao nivel de significancia de 5%.



I.C. para a Soma e para a Diferenca de
duas proporgoes populacionais p, e p, .

n, n,

(fixf)=N[(p tp,); Lot + 2282 Te,

n

7 — (flifz)_(ﬂipz)
\/ p{1-p) p,(1-ps)logo o intervalo de confianga
_I_

nl n2

sera:



P[-ZOL/Z S ZS ZOL/2]= 1'(1

P[-2,, < Vith)-lntp) Z,1=1-a

\/pl-(l—pl) +p2(1—p2)

n, n,

PI(t£1))-Zy, - \/pl.(l—pl)erz(l—pz) S PiEIp;

n, n,

<(fixh) +Z,,. \/pl.(l—pl)erz(l—pz) |=1-a

n, n,



Como p, e p, sao valores populacionais desconhecidos,
eles podem ser estimados por 7, e f,, desde que o0s
tamanhos das amostras sejam maiores do que 30,
dai temos:

PI(t+1,)-Z,, \/flo(l_fl)+f2(1_f2) Sp1tp;

n, n,

<(fLx5,)+Zy, \/ﬁ.(l_fl)Jrfz(l_fz) |=1-a

n, n,




Exemplo:

® Um levantamento estatistico mostrou que 80
pessoas, das 200 consultadas, numa cidade, vao
votar no candidato A na proxima eleicao; uma outra
amostra de 500 pessoas, dessa mesma cidade,
mostrou que 150 delas vao votar no candidato B.
Construir um IC de 93% para a diferenca das

proporcoes de pessoas que vao votar em A e B.



IC para o quociente das variancias
populacionais

2
T 151 2
| 5 _ Xa 0
Seja: F(6,, 6, ) = vl > -
){52 Zéz 51
S,

para duas populacoes normais de variancias descontinuas,

pelo Teorema de Fischer: 4,4 = (n-1).52 ou
2
G

Y25 = O . S

62




Portanto F (9,,9,) =

logo o intervalo sera:

5,.S?

012 0,
52.522 0,
o,

S’ o
F(5,,0,)=—.—2
(1 2) S22 012
a/2]=1-05
SFOC/Z] 1—0!



2 ol _S;

Pl[—. <—=<
h Fg (6,,6)) of S}
2
Oul.
, 2 Q2
P[Sl 1 <&<S_1

2

F,:(0,,0,)]=1-a

2



Exemplo:

@® Construir um IC, para o = 2%, para o quociente de
variancias de duas populacdoes normais, das quais
foram extraidas as amostras seguintes: 41 elementos
da primeira, obtendo-se S, = 43,8 e 31 elementos

da segunda, obtendo-se S,? = 29,5.
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Estimação de Parâmetros 

O objetivo da Estatística é a realização de inferências acerca de uma população, baseadas nas informações amostrais. Como as populações são caracterizadas por medidas numéricas descritivas, denominadas parâmetros, a inferência estatística diz respeito à realização de inferências sobre esses 

    parâmetros populacionais.















Os métodos de realizar inferências a respeito dos parâmetros pertencem a duas categorias. 



		Pode-se tomar decisões relativas ao valor do parâmetro, através de um teste de hipótese;





		Pode-se estimar ou prever o valor do parâmetro.



 















A estimação é o processo que consiste em utilizar dados amostrais para estimar os valores de parâmetros populacionais desconhecidos. 



Qualquer característica de uma população pode ser estimada a partir de uma amostra aleatória. 



Entre as mais comuns, estão a média e o desvio padrão de uma população e a proporção populacional.













Estimação Pontual



As estatísticas amostrais são utilizadas como estimadores de parâmetros populacionais. 



Assim uma média amostral é usada como estimativa de uma 

média populacional. 



Tais estimativas chamam-se estimativas pontuais, porque originam uma única estimativa do parâmetro. 













Média e variância de uma população normal N(m; s)



O melhor estimador da média populacional µ é a média amostral      : 





sendo Xi variáveis aleatórias independentes tem-se:                                   	                                         , i = 1, 2, ... n.



























Assim,























               revela que       é um estimador não tendencioso de                             .                    revela que quanto maior o valor de n, menor a sua variabilidade. Assim, neste caso, sendo              , adotaremos

                



 A variância populacional (     ) o estimador S2, com

            , é não tendencioso, conforme já foi exemplificado. 



Adotaremos assim, para           .

          



































 Se de uma população normal  extraímos amostras cujos valores são: 	1.1; 0.9; 0.3; -0.2; -3.1; 1.5; -2.7; 0.5; -1.5; 2.1, obtenha estimativas pontuais da     ;       e P(X > 2.5).



Estimativa de µ:







Estimativa de     :



	

Exemplo:































Estimativa de P(X > 2.5):



Sendo 





Assim para



e  













Média e variância de uma proporção (p)



Consideremos agora o caso em que      , de uma população que apresenta certa característica. Extrai-se da população uma amostra de tamanho n. X será o número de elementos da amostra que apresentam a característica em estudo. 



É intuitivo que um estimador da proporção p seja a proporção amostral    : 















As observações dos n elementos podem ser considerados como n provas de Bernoulli com probabilidade de sucesso p, ou seja, X tem distribuição binomial com média np e variância npq, temos:

                                       













Assim       é não tendencioso. 



 















O desvio padrão de    é também denominado de Erro-Padrão de    , representado por                        sendo              

















Para se avaliar a taxa de desemprego em determinado Estado, escolhe-se uma amostra aleatória de 1000 habitantes em idade de trabalho e contam-se os desempregados: 87. Estimar a proporção de desempregados em todo o Estado (população). Avaliar o erro padrão de estimativa.    

















Estimação Intervalar



Sabemos que a estimação por ponto é em geral insuficiente, pois a probabilidade, de que a estimativa adotada venha a coincidir com o verdadeiro valor do parâmetro é praticamente nula. 



Isso decorre dos estimadores serem muitas vezes VA contínuas, logo as estimativas serão diferentes do valor do parâmetro, então temos um erro de estimação.









Em virtude da variabilidade amostral, é usual incluir uma estimativa intervalar, com certo nível de confiança (1-) ou de significância , para acompanhar a estimativa pontual.

 

Essa nova estimativa proporciona um intervalo, de possíveis valores do parâmetro populacional.



Constroe-se um intervalo em torno da estimativa por ponto, de modo que este intervalo contenha o 

verdadeiro parâmetro populacional.









Seja então                  uma amostra aleatória de uma população e       o parâmetro de interesse. Sejam 

    e        estatísticas tais que:







Então            é chamado intervalo de confiança de nível  100( 1 -   )% para o parâmetro   . Usualmente toma-se 1 -      = 0.95 ou 0.99.



























1 -   é o nível ou grau de confiança e fornece a       		    probabilidade de conter o verdadeiro parâmetro.

 

  é o nível de significância, representa o erro que se está       	cometendo  ao  afirmar  que  a probabilidade do intervalo   	[ i    s ] conter o verdadeiro valor do parâmetro  	populacional  é ( 1 -  ).









Valores Críticos de Z para  e  / 2.













Muitos estatísticos consideram a construção de intervalos de confiança como o principal método de estudo de um parâmetro populacional através de uma amostra.

		           10%           5%          1%           0,5%        0,2%

		Z          1,28           1,64         2,36         2,58            2,88

		Z / 2       1,64           1,96         2,58         2,81            3,06























Como o IC é construído com base na estimativa por ponto, é aleatório, ao passo que o parâmetro é suposto uma constante da população. 



Assim, o IC conterá ou não o parâmetro, com probabilidades  1 -  e  . 



 É incorreto dizer " probabilidade do parâmetro CAIR no intervalo".









Consideremos uma população normal com média 

 e desvio padrão     e uma amostra dessa população. Sabemos pelos resultados do Teorema Central do Limite que a média     desta amostra tem distribuição normal com média        e desvio padrão       , ou seja:

~ N : (0,1)





















Fixando     em 0.05, ou seja,               , vemos pela tabela de distribuição normal padronizada z, que:
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0.95









0.025









0.025









    -1.96                  0                 1.96









 � INCORPORAR Equation.2  ���









 z



























isto é:







Reescrevendo as desigualdades entre parênteses, temos:

Neste caso:           é o parâmetro





  É  o IC de 95% para 





















É importante observar que o nível de confiança (1 -     ) se aplica ao “processo” de construção de intervalos, e não a um intervalo específico. 



Para explicitar o conceito de IC, suponha que retiremos um grande número de amostras de tamanho n, fixo, da população em estudo e, para cada amostra, construamos um intervalo. 



Os limites dos intervalos resultantes serão diferentes.











O verdadeiro valor do parâmetro estará contido, em média, em 100(1 - )% desses intervalos.





100(1 -  )% dos intervalos construídos abrangerão o verdadeiro valor do parâmetro.





No caso µ  , conforme ilustrado na figura, mas cada valor contém, ou não contém, o parâmetro.
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(

























A expressão                                                      



deve ser interpretada muito cuidadosamente. 



Ela não significa que a probabilidade do parâmetro     cair dentro de um intervalo especificado seja igual a 0.95. 

 

     sendo o parâmetro, está ou não está dentro do intervalo acima. De preferência a expressão acima deve ser interpretada assim:

 “0.95 é a probabilidade de que um intervalo aleatório contenha     .” 



















Para uma amostra de 50 observações de uma população normal com média desconhecida    e desvio padrão        , seja 20,5 a média amostral    . Construir um intervalo de 95% de confiança para a média populacional.

Temos, de imediato que:





Assim, tal intervalo é [18.84; 22.16].

















A figura seguinte representa a curva N(0,1) e a notação que iremos utilizar, onde 
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    -za/2                    0               +za/2



















1-a









   a/2









a/2

























Na situação aqui apresentada,                com     conhecido, sabemos que:







logo o intervalo de confiança para      será:







 

e 





















Intervalo de Confiança para a média da população  é conhecido

 = média da população             

    = média da amostra

 = desvio-padrão da população 

 S = desvio-padrão da amostra

 n = tamanho da amostra   

 eo = Semi-amplitude do intervalo de confiança











Seja uma população  X ~  N (, 2), sabe-se que:



           



    

    Pela figura anterior temos:



























Multiplicando-se por (-1):







Ordenando, temos:

























Como a distribuição normal é simétrica 

   Z/2 = Z1 - /2



Se  for desconhecido e n  30, pode-se usar S, resultando em um intervalo aproximado.

 

                          , podendo o IC ser escrito como:

    













Feito um ensaio de corrosão com 64 peças de um lote de produção, verificou-se que o tempo que a peça suportou nesse teste  apresentou uma média igual a  200 horas. Calcular o IC de 95% para a verdadeira média, sabendo que  = 16 horas.



Sabe-se que os comprimentos das barras produzidas por uma siderúrgica tem uma distribuição normal de variância 1,69 m2. Numa amostra de cinco barras encontrou-se: 20,1;  21,0;  21,4;  22,1;  23,3  m. Determinar o IC para a média, com:



a)  = 0,10      Z/2  =  1,645

b)  = 0,06      Z/2  =  1, 881

Exemplo:







  é desconhecido 

Em geral nos problemas práticos  é desconhecido e devemos estimá-lo:





Quanto menor a amostra, mais necessária se torna a introdução de uma correção, a qual consiste em a variável “t” de Student ao invés de Z. 

    

   

 













 P [ - t /2     t    t /2  ]  =  1  -  

 

   P [ - t /2              t /2  ]  =  1  -  

                  ..........................



P [           . t /2                . t /2  ]  =  1  - 

 















"t" possui  n - 1  graus de liberdade   =>  t ( n - 1 );  / 2









Convém ressaltar que, quanto maior for o nível de confiança (isto é, quanto menor for o nível de significância); mais amplo será o intervalo 



e0 =  t /2 . 













 A seguinte amostra foi extraída de uma população normal: 6, 6, 7, 8, 9, 9, 9, 10, 11, 12. Construir um intervalo para , ao nível de significância de 10%.



Construir um I.C. de 95%, para a média populacional, a partir da seguinte distribuição amostral:

   

   Classe    0  |  5       5 | 10       10 | 15       15 | 20 Freqüência   2                3                    5                   2

Exemplo:











 Suponha que x tenha uma distribuição N ( , 2 ). Uma amostra de tamanho 25 fornece os seguintes valores:   xi = 70,8 ;   xi2 = 3546,8. Determine um IC de 95% para .

Exemplo:







IC para a 2 de uma população normal 

Seja X uma população com média    e variância 2. Sabe-se pelo Teorema de Fisher, que:                    ;



 P [ 12    2    22 ]  =  1  -  

 

  P [  12     S2 (n - 1)     22  ] =  1  -  

                         2













 P [    12___         1_          22_    ]  = 1 -  

     (n-1).S2            2          (n-1).S2

 

 P [  S2 (n-1)      2      S2 (n-1) ] =  1  -  

         2sup                          2inf

 

     2inf =  x21   =  x21 -  /2

     2sup =  x22 =  x2  /2           ambos com   = n – 1









Quando  > 30 graus de liberdade é comum usar a seguinte aproximação:

 

           2 =  1_ (  Z .           )2

                     2              é a abscissa normal reduzida



Como a tabela 2 é unicaudal a direita e o I.C. deve ser central, deve-se entrar na tabela com  /2  e

  ( 1 -  /2), para encontrar 2inf  e  2sup.









Exemplo:

 Para 6, 6, 7, 8, 9, 9, 9, 10, 11, 12, calcular o IC para 2, ao nível de 90%.



 De uma população normal foi retirada uma amostra de 15 elementos e calculou-se:

    xi = 8,7 e xi2 = 27,3.  Determinar um IC de 80% para a variância dessa população.



Calcular um IC de 96% para a variância da distribuição mostrada a seguir (suposta como normal):



Classe 2,2  |  6,2     6,2  |  10,2     10,2  |  14,2    14,2  |  18,3 

Freq.           3                     4                        5                       3









IC para desvio-padrão  de uma população normal



Se                        é estimador justo de 2, mas S não é estimador de , pois E[S] = , tem-se:

   V(S2) = E(S2) - E2(S2), logo V(S2) = 2 - 2  =  0, o que não tem sentido. O vício de S com estimador de , tende a zero quando n  . 

Deveríamos adotar um coeficiente de correção, mas calcularemos um IC aproximado para , bastando 

extrair a raiz quadrada do IC da 2.













Fazer EX.1, EX.2, EX.3  anteriores.







I.C. para a proporção populacional p



Sabemos que f  N ( p ,     )e que, para n > 30, a distribuição binomial tende a uma normal, então 

                     













 P [-Z /2     Z    Z /2 ] = 1 - 

 



 

                             . . . . . . . . .



  



































 Retirada uma amostra de 1.000 peças da produção de uma máquina, verificou-se que 35 eram defeituosas. Construir um IC, ao nível de 95%, para a proporção real de peças defeituosas fornecidas por essa máquina.



 Uma a.a. de 400 domicílios de uma cidade mostra que 25% são casas de aluguel. Qual o IC que podemos supor que seja o número de casas de aluguel dessa cidade, usando  = 2%, supondo que tal cidade  tem 20.000 casas?

Exemplo:







IC para a soma e para a diferença entre duas médias (1 e 2) de duas populações normais, conhecidas suas variâncias 12 e  22 .



Se X1 =  N ( 1 , 12) e X2 = N (2 , 22), sendo X1 e X2 independentes. Como      = N(1,    ) 

                                        = N (2,       ) 



(            ) = N [(1   2);       +     ] para amostras a.a. independentes, temos: 



                     





























Uma empresa tem duas filiais ( A e B ), para os quais os 

desvios-padrões de vendas diárias são de 5 e 3 peças, respectivamente. Uma amostra de 20 dias fornecem uma venda média diária de 40  peças para a filial A e 30 peças para a filial B. Supondo que a distribuição diária de vendas seja normal, construir um I.C. de 92% para a venda diária das duas filiais.















I.C. para a Soma e para a Diferença entre duas médias (1 e 2) de duas populações normais, de mesma variância 2 desconhecida.

Sendo X1 = N (1 , 2) e X2 = N ( 2 , 2), com X1 e X2 independentes, logo                       e                          , 

   tem-se que(            ) = N [(1   2); 2 . (             )] e:

Z  =





















Como não se conhece 2, deve-se estimá-lo por S'2 , onde:





 = (n1 + n2 - 2)   graus de liberdade



t (n1 + n2 - 2 ), = t,









P[(      ) - t/2. S’                   1   2     (       ) + t/2. S'              ] = 1 -  



S'2 =



























 Duas populações normais: X1 e X2 tem a mesma variância. Da população 1 foi extraída uma amostra de tamanho 10, obtendo-se X=15 e S=8. Da população 2 foi extraída uma amostra de 12 elementos, obtendo-se X=12 e S=2. Construir o I.C. de 95% para a diferença de médias.







I.C. para a Soma e para a Diferença entre duas médias (1 e 2) de duas populações normais, de variâncias desconhecidas e 12   22   .



Se X1  =  N ( 1 , 12 ) e X2 = ( 2 , 22 ), com X1 e X2 independentes, então 

                                             . Como 12  e  22  são desconhecidos, temos que estimá-las.







P[(         ) - t/2                     1   2     (         ) + t/2]                        = 1 - 



























- t, /2 onde   é o gl. dado pelo método de Aspin-Welch, com arredondamento para menos.

  =                                      onde  V1 =           e    V2 =              















 Duas máquinas de embalar de embalar arroz estão sendo usadas por uma empresa, sendo uma nova e outra velha; pegas duas amostras de sacos embalados, encontramos os eguintes pesos, em Kg.

   Máquina Nova: 82, 83, 79, 81, 81, 80

   Máquina Velha: 79, 82, 78, 74, 80, 77, 75, 84, 78

Construir o I.C.  para a diferença dos pesos médios populacionais, ao nível de significância de 5%.







I.C. para a Soma e para a Diferença de duas proporções populacionais p1 e p2 .

Se f1 = N ( p1 ,         )    e    f2 = N ( p2 ,          ); logo, ( f1  f2 ) = N [( p1  p2 );            +            ] e, 

                                 , logo o intervalo de confiança será:



















P [ - Z/2    Z   Z/2 ] =  1 - 



P [- Z/2                                     Z/2 ] =  1 - 

 

P [( f1  f2 ) - Z/2  .                                              p1  p2   





 ( f1  f2 )  + Z/2 .                                             ] = 1 - 















Como p1 e p2 são valores populacionais desconhecidos, eles podem ser estimados por f1 e f2, desde que os tamanhos das amostras sejam maiores do que 30, daí temos:

P [( f1  f2 ) - Z/2                                                p1  p2 





 ( f1  f2 ) + Z/2                                               ]  =  1 - 











Exemplo:

 Um levantamento estatístico mostrou que 80 pessoas, das 200 consultadas, numa cidade, vão votar no candidato A na próxima eleição; uma outra amostra de 500 pessoas, dessa mesma cidade, mostrou que 150 delas vão votar no candidato B. Construir um IC de 93% para a diferença das proporções de pessoas que vão votar em A e B.







IC para o quociente das variâncias populacionais

Seja: F(1 , 2 ) =               =                            



para duas populações normais de variâncias descontinuas, pelo Teorema de  Fischer: 2n-1 =   (n- 1) . S2   ou  

 2 =  . S2



2 



2 















Portanto





logo o intervalo será:

P[ F1 - /2    F    F /2 ] = 1 - 



 

























ou:

















Exemplo:

 Construir um IC, para  = 2%, para o quociente de variâncias de duas populações normais, das quais foram extraídas as amostras seguintes: 41 elementos da primeira, obtendo-se S12 = 43,8 e 31 elementos da segunda, obtendo-se S22 = 29,5.
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