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1 Introducao

Transformacdes Lineares é um dos contetidos tratados na disciplina de Algebra Linear e possui grande relevancia
para o estudo de vérios outros tépicos (autovalor, autovetor, mudanca de base, etc) dentro desta disciplina.
Além disso, Transformagcoes Lineares também sdo vistas em outras disciplinas como por exemplo métodos
estatisticos, eletromagnetismo, equacoes diferenciais, modelagem para engenharia, etc.

Hoje em dia a disponibilidade de ferramentas computacionais nos permite modelar e simular problemas
em diferentes areas de forma iterativa e com visualizacao eficiente de resultados, aumentando a qualidade das
andlises decorrentes. Neste sentido, o minicurso proposto procura motivar o estudo da Algebra Linear através
da utilizacdo do aplicativo livre e gratuito SageMath® , permitindo uma melhor visualizacio e interpretacio de
resultados geométricos referentes a disciplina. Para isso, abordaremos o capitulo de Transformacoes Lineares
do plano no plano, conforme proposto no texto Algebm Linear com Aplicag¢oes do Boldrini [1].

A vantagem da escolha deste aplicativo é devido & sua flexibilidade de utilizacdo, pois pode ser feita
completamente na nuvem, sem que o aplicativo tenha que ser instalado na maquina do usuario.



2 SageMath® : a ferramenta de desenvolvimento

SageMath® ¢ um CAS (Computer Algebra System, ou Sistema de Algebra Computacional) de cédigo livre
construido por muitos pacotes livres distintos unidos em uma interface usando a linguagem de programacao
Python. Sua missdo é ser um substituto livre vidvel aos CAS proprietarios tradicionais, como MATLAB® ou
Mathematica® .

A seguir apresentam-se os passos principais para se poder trabalhar nesse ambiente computacional. Logo
apds, os principais conceitos e defini¢oes de transformagoes lineares serao explorados através do Sage. A forma
mais facil de se usar o SageMath é se cadastrando em https://cloud.sagemath.com. O SMC (SageMath-
Cloud) é uma plataforma colaborativa baseada em computagdo em nuvem voltada para aplicagdes matemaéticas.

Para realizar o cadastro:

1. Se for novo usudrio: preencher os dados na pagina inicial e clicar em “Sign Up!”, ao clicar em ”Sign Up”
vocé concorda com os Termos de Servico.

2. Se ja estiver cadastrado, informar o email e a senha do cadastro e clicar em “Sign in” .

O cadastro e acesso pode ser realizado também diretamente a partir de outras redes dm que o usuario ja
esteja inscrito como Facebook® , GitHub® , Google+® ou Twitter® .

3 Utilizacao do SageMath

3.1 Criar novo projeto

1. Clicar em “Projects” e depois na opgao “Create New Project”, dar nome ao projeto na linha da opcao
correspondente (serd aberta uma janelinha para estas informagoes) e clicar em “Create Project without
upgrades”. Automaticamente o projeto criado aparecerd na sua lista de projetos existentes. Estd opcao
garante que o projeto estard dentro de um pacote para usuarios basicos do SageMath® | para equi-
pes maiores ou projetos mais complexos existem os pacotes com upgrade para um melhor suporte aos
desenvolvedores.

2. Abrir o projeto e clicar na aba “New” para criar um novo arquivo ou diretério.

3. Coloque um nome no arquivo e clique em “Sage Worksheet” para abrir uma planilha (espago de trabalho).

E possivel criar outro tipo de arquivo, como um arquivo I¥TEX na opg¢ao “LaTeX Document” ou um arquivo de
texto na opcao “File”. Para criar outro tipo de arquivo dentro de um mesmo projeto, é s6 clicar em “New” e
escolher a opgao desejada (Sage Worksheet, Jupyter Notebook, File, Folder, From Internet, LaTeX Document,
Terminal, Task List).

3.2 Trabalhar em projeto ja existente

Para abrir o projeto é preciso clicar em “Projects” e clicar no projeto que deseja abrir. Aparecerdo todos os
arquivos e diretérios criados dentro do projeto. E s6 clicar na opcao que desejar abrir.

Uma planilha no Sage é composta por varias células nas quais se escrevem cédigos. Pode-se pensar nessas
células como sendo linhas com uma ou mais instrugoes. Para avaliar cada célula individualmente, é necessaria
a combinacdo de teclas < shift > + < enter > no final de cada instrucao. Isso fard com que o resultado
da célula (instrucdo) apareca em uma janela. Este passo serd considerado sempre que se desejar visualizar os
resultados das operacbes em questao.

Para sair do SageMathCloud é sé clicar onde é mostrado seu nome, no canto superior direito da tela, e
depois clicar em “Sign out”.

3.3 Comecando a utilizar a planilha

Aqui descreveremos como executar as operagoes basicas das transformagoes lineares na planilha. Neste texto
a parte indicada por >>> deve ser digitada em uma célula da planilha. A parte que nao tem esse prefixo é o
resultado esperado do cddigo e ndo deve ser digitado.

A construcao de um vetor é feita por um objeto do tipo vector, o qual recebe como parametros uma lista de
nimeros que representam as suas coordenadas. Uma lista é delimitada por colchetes. Para representar vetores
no R?, a lista conters dois elementos.



>>> v = vector ([5,
>>> print(v)
(5, 6)

A construcdo de uma matriz é feita por um objeto do tipo matrix, o qual recebe como pardmetros uma

61)

Listing 1: Vetor

lista de listas, cada uma indicando as linhas da matriz.

>>> M = matrix ([[1,
(3,

>>> print (M)

[1 2]

[3 4]

A operagao de multiplicagdo de uma constante por um vetor, entre dois vetores (Produto Escalar ou Interno)

ou entre um vetor e uma

21,
411)

Listing 2: Matriz

matriz é feita utilizando o operador *, como mostram os exemplos a seguir:

>>> k = 3
>>> v = vector ([1, 01)
>>> W1 = kx*v
>>> print (W1)
(3, 0)
>>> p = vector ([2, 2])
>>> W2 = vx*p
>>> print(W2)
2
>>> M = matrix ([[1, 2],

[3, 411)
>>> cl = Mx*xv
>>> print(cl)
(1, 3)
>>> 11 = v*M
>>> print (11)
(1, 2)

Listing 3: Multiplicagoes
Soma de dois vetores:

>>> v = vector ([6, 6])
>>> t = vector ([3, 1])
>>> vsoma = v + t
>>> print(v, " + ", t, " = ", vsoma)
(5, 6) + (3, 1) = (8, 7
>>> nulo = vector ([0,0])

>>> arrow(nulo, v) + arrow(nulo, v+t, color='green') + arrow(v, v+t, color='red')

Listing 4: Soma de vetores

Figura 1: Exemplo da fungdo arrow



4 Transformacgoes Lineares - Transformacgoes do plano no plano

Definicao: Sejam V = R? espaco dominio, W = R? espaco contradominio. Uma transformacdo T': V — W,
é uma aplicagdo que a cada v € V associa um vetor w € W, w = T'(v), w sendo a imagem do vetor v pela
aplicagao T

T é dita Transformacédo Linear se satisfaz as seguintes propriedades:

o T(u+wv)="T(u)+ T(v), para quaisquer vetores u e v € V.
e T(av) = aT(v), para todo a € R e para todo v € V.

Resultado importante:

Dada uma base B = {ej,e2} do espa¢o dominio V', e uma base D do contradominio W, temos:

1. As coordenadas de um vetor v na base B sdo as constantes da combinacéo linear deste vetor em funcao
dos elementos da base e a notacao é dada por: [v]p = (a,b)p := ae; + bey;

2. A imagem de v pela aplicagdo linear T leva em consideracido as coordenadas de v na base B, uma vez
que T'(v) = T(a,b) = T'(aey + bea) = T'(aey) + T'(bez) = aT'(e1) + bT'(e2);

3. Como o contradominio W ainda pode ter uma base D diferente da base do dominio, T'(e1) e T'(e2) devem
ser escritos na base D de W. Com isso a transformacdo T pode ser escrita na forma matricial que leva em
consideracio estes fatos: [T'(e1)T(e2)]B[v]p = T'(v) e a matriz [T'(e1)T(e2)]? é dita a matriz da transformagao
em relagdo as bases B e D.

Assim, toda transformacio linear possui uma forma matricial que depende da escolha das bases para
o dominio e contradominio. Na verdade, dada uma matriz, também é possivel se determinar uma tnica
transformagao linear associada & matriz dada, ver Boldrini [1]. Dito isso, [T]v = w recebe esta notagao
simplificada, quando as bases B e D forem as candnicas de cada espago. Sendo portanto [T] a matriz da
transformacao linear da canénica na canoénica, e w a imagem de v pela transformacao T, ambos vetores escritos
nas respectivas bases candnicas.

Dependendo da aplicagao e do software, pode ser interessante também considerar a transposta desta relacao
matricial: assim podemos tratar w! = v![T7*.

Para representarmos uma Transformacio Linear no SageMath® , sdo necessarios dois tipos de dados: a
matriz e o vetor, a operacao se dd pela multiplicacdo da matriz pelo vetor, na forma:

apo @10 To | | ™1
[am a11lxly0]_[y11 (1)

Como nome ja diz a transformacéo ¢é linear, onde:

Z1 | _ | %oaoo + Yoaio
n Zoao1 + Yoa11
Para introduzirmos melhor o conceito de transformacoes temos alguns exemplos basicos de transformagoes
do plano no plano (ou no IR?) conforme o que é visto em [1]:

4.1 Expansao e contracao uniforme

O vetor transformado mantém direcao e sentido, porém o seu modulo varia:

>>> v = vector ([5, 6])
>>> M matrix ([[3, 0],
[o, 311)

>>> W = Mx*xv
>>> print (W)

>>> v_plot
>>> W_plot

arrow ((0,0), v, color="black")
arrow ((0,0), W, color="red")

>>> show(W_plot + v_plot, aspect_ratio=1)
(15, 18)



15

10

Figura 2: Expansao uniforme

4.2 Reflexao em torno do eixo

Para refletir um vetor em torno de um dos eixos basta modificar o sentido de uma de suas componentes:

>>> v
>>> M

vector ([5, 6])
matrix ([[1, O],
[0, -111)

>>> nulo = vector ([0,0])

>>> W = Mxvy
>>> print (W)

>>> v_plot = arrow(nulo, v, color="black")
>>> W_plot arrow (nulo, W, color="red")

) Figura 3: Rotagao no eixo
>>> show(v_plot + W_plot, aspect_ratio=1)

(5, -6)
4.3 Reflexao na origem
Para refletir um vetor na origem muda-se o sentido de de todo o vetor:

>>> v
>>> M

vector ([5, 6]) I
matrix ([[-1, 0],
(o, -111)

>>> nulo = vector ([0, 0])

>>> W = Mx*xv 2}
>>> print (W)

>>> v_plot = arrow(nulo, v, color="black") sl
>>> W_plot arrow (nulo, W, color="red")

. Figura 4: Rotacao na origem
>>> show(v_plot + W_plot, aspect_ratio=1)

(-5, -6)
4.4 Rotagao em angulo

A rotacdo de um vetor em angulo 6 depende da matriz de rotacdo. Neste caso, apra cada escolha de 6 é possivel
variar o angulo de orientacdo do vetor, mantendo seu médulo.

>>> v = vector ([1, 0])
>>> theta = pi/3

>>> M = matrix([[cos(theta), -sin(theta)l],
[sin(theta), cos(theta)l])



>>> nulo = vector ([0,0])
>>> W = Mx*xv

>>> print (W)

>>> v_plot
>>> W_plot

arrow (nulo, v, color="black")
arrow (nulo, W, color="red")

>>> show(v_plot + W_plot, aspect_ratio=1)
(1/2, 1/2*xsqrt(3))

0.8

0.6

0.2

0:2 0:4 0:6 0:8 1
Figura 5: Rotacao em angulo

4.5 Cisalhamento

No cisalhamento uma das componentes permanece a mesma e a outra sofre transformagao em fungdo da outra
componente:

>>> v
>>> M

vector ([5, 6])
matrix ([[1, O],
[2, 111)

15 -

>>> nulo = vector ([0, 0])

>>> W = Mx*xv
>>> print (W) 3
(5, 16)

>>> v_plot = arrow(nulo, v, color="black")
>>> W_plot arrow (nulo, W, color="red")

12345

>>> show(v_plot + W_plot, aspect_ratio=1) ) . .
-P -P pech- Figura 6: Cisalhamento Horizontal

5 Topicos Complementares

5.1 Translacao

A translacao de um vetor é a mudanca de posi¢do deste vetor através da soma com um valor constante. Esta
transformacdo néo é linear, no entanto pode ser tratada através de sua representacao via SageMath. O resultado
¢ a mudanca do vetor para uma posicao paralela, preservando todos os demais elementos: direcdo, sentido e
modulo do vetor. Lembrando que um vetor é obtido através da variacao entre duas posigoes inicial A e final
B, (v = Ponto B - Ponto A), um vetor somado a um ponto é entdo um novo ponto (v + Ponto A = Ponto B).
Essa é a esséncia da translgacdo a ser representada agora.

>>> v = vector ([4, 5])
>>> t = vector ([3, 1])
>>> m = identity_matrix(2)

>>> print (m)



[1 0]
[0 1]

>>> W vV * m
>>> W W+ t

>>> print (W)
>>> nulo = vector ([0,0])

>>> v_plot = arrow(nulo, v , color = "blue")
>>> W_plot arrow(t, W , color = "black")

>>> show(v_plot + W_plot, aspect_ratio=1)
(7, 6

Figura 7: Translacao
5.2 Transformacoes com matrizes de Markov
As matrizes de Markov sdo matrizes que possuem a soma das suas colunas igual a um (1).

o Elas sempre terdo um autovalor igual a 1;

¢ Depois de transformado, o vetor imagem tera a soma de suas componentes preservada: xo—+yo = -1+ Y1-

Por exemplo:

>>> v = matrix ([[5],

(711D
>>> soma = v[0]+v[1]
>>> print (soma)

(12)

>>> Q = matrix([[.2, .7],
[.8, .31

>>> W = Q*v

>>> soma = W[0]+W[1]
>>> print (soma)
(12.0000000000000)

5.3 Formas basicas no R?

O SageMath® da suporte para trabalhar com representacdes graficas (plots) em 2D e 3D, veja em [3]. Para
exemplificar, apresentaremos formas basicas no IR3:
¢ Plano e seu Vetor Normal:

>>> plane(x, y, z) = x + z
>>> v_normal = vector ([1,0,1])
>>> 1im = 1



>>> plane_plot = implicit_plot3d(plane, (x, -lim, 1lim),
(y, -lim, lim), (z, -lim, lim), mesh=True, color="lime")

>>> v_normal_plot = arrow((0,0,0), v_normal, color="black")

>>> show(plane_plot + v_normal_plot)

Figura 8: Plano e Vetor normal

e Circunferéncia:

>>> cir(x,y,z) = x"2 + y"2 - 4
>>> lim = 2 20
>>> cir_plot = implicit_plot3d(cir, 0.0

(x, -lim, lim), (y, -lim, lim), (z, -lim, 1lim),

mesh=True, color="red")
-2.0

2.0

>>> show(cir_plot)
20 70
Esta circuferéncia no IR? ¢ limitada nos eixos x e
y, ela existe para todo z quando representada no IR3. Figura 9: Circuferéncia

o Esfera:

>>> esf(x,y,z) = x"2 + y™2 + z°2 - 4
>>> 1lim = 2 2.0

>>> esf_plot = implicit_plot3d(esf,
(x, -lim, 1lim), 0.0
(y, -lim, lim),
(z, -lim, 1lim),
mesh=True) 2.0
2.0

>>> show(esf_plot) 0.0 0.0

2.0

20 2.0

Figura 10: Esfera

5.4 Outras formas de abordagem de transformacées lineares com o SageMath®

No material [5] é apresentado algumas formas bem interessantes e intuitivas de abordar transformagoes lineares
no SageMath® .

No exemplo:
>>> x1, x2, x3 = var('xl, x2, x3')

>>> outputs = [ -x1 + 2xx3,
x1 + 3*%x2 + T7*x3,



x1l + X2 + x3,
2*%x1 + 3%x2 + b5*xx3]
>>> T_symbolic(xl, x2, x3) = outputs

Sao criadas variaveis (x1, x2, x3) e depois postas em uma lista de equagdes.

>>> T = linear_transformation(QQ~3, QQ°4, T_symbolic)

Vector space morphism represented by the matrix:

[-1 1 1 2]

Lo 3 1 3]

(2 7 1 5]

Domain: Vector space of dimension 3 over Rational Field
Codomain: Vector space of dimension 4 over Rational Field

Com esta funcéo cria-se uma funcao para transformacao linear com dominio de 3 dimensoes e contradominio
de 4 dimensées (QQ? e QQ*, respectivamente).

>>> u
>>> w

vector (QQ, [3, -1, 21)
T(u)

>>> print (w)
(1, 14, 4, 13)

Por fim, um vetor @ é transformado pela matriz [T], na forma mais utilizada em Algebra Linear [1].

5.5 Aplicacao: Processamento de imagens

As operagoes vistas até aqui podem ser aplicadas para realizar transformagdes em imagens. Como exemplo,
suponha uma imagem de resolucao 500x500 (altura x largura) e o eixo de rotagdo no centro da imagem, no
ponto (250,250), onde a origem sera (0,0). Queremos aplicar uma transformacéo de rotagdo na imagem fazendo
a imagem girar 30°. Qual serd a nova posi¢ao do pixel do ponto [—13,30] j4 em relacdo a essa origem?

Para isso aplica-se a matriz de rotagdao neste ponto.
| | cos(30) — sin(30) —13
y | | sin(30) cos(30) 30

Multiplicando a matriz de rotacdo pelo vetor, obtemos o resultado (arredondado) [—26,19]. Essa é a nova
coordenada do ponto [—13,30] apds uma rotagao de 30°.

Programas de manipulagdo de imagem como o GIMP utilizam este mesmo procedimento na rotacdo de
imagens. A rotacdo consiste em aplicar a transformada em cada pixel da imagem representado pelas suas
coordenadas [z,y]. Este processo é iterativo e leva mais tempo de execugdo quanto maior for a resolucdo da
imagem (mais pontos precisam ser calculados). A Figura 5.5 mostra a interface grafica de usudrio aplicando
uma transformacao de rotagio.
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Figura 11: Imagem original e sua rota¢ao de 12° em torno do centro, realizada no GIMP.
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