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RESUMO
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O presente trabalho destina-se a um estudo sobre hélicesas cie Bertrand. Umiaélice circular

p . ~ J

€ caracterizada por ter curvatwa# O e torgdor constantes. Se a raze’t(ofor constante, a curva

é chamaddélice generalizada Uma curvay : | — R® é chamadaurva de Bertrandse existe
uma outra curvd : | — RS tal que as retas normais gee y ems € | sdo iguais. Tanto a hélice
generalizada como a curva de Bertrand podem ser vistas cemeoadizacdes da hélice circular. Neste
trabalho, além de obtermos importantes caracterizac®asdeurvas, realizamos também um estudo
destas do ponto de vista da teoria de curvas em superfigiesies.

Palavras-chave:Hélices. Curvas de Bertrand. Superficies Regradas.
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This work is designed to study helices and Bertrand curve<ir@ular helix is characterized by
having constant curvature# 0 and constant torsion If the ratio% is constant, the curve is called
generalized helixA curvey: | —s R3is called aBertrand curvef there is another curvg: | —s R3

such that the normal lines gfandy ats € | are equal. Generalized helices and Bertrand curves can
be viewed as generalizations of the circular helix. In thiskywe obtain important characterizations
of these curves. Besides, we also study these curves fromeWwepoint of the theory of curves on
ruled surfaces.
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INTRODUCAO

Este trabalho visa um estudo sobre hélices e curvas de Bertra

Um dos problemas importantes em geometria diferencial desuno espaco é a caracteriza-
céo de uma curva regular. A curvatwee a torcdor desempenham um papel efetivo nesta carac-
terizacdo. Umanélice circularé caracterizada por ter curvatwaz O e torcdor constantes. Se a
razéo% for constante, a curva é chamdugice generalizadaTlal condicéo € equivalente aos vetores
tangentes fazerem um angulo constante com uma direcao Kisteld muitas aplicacdes interessan-
tes de hélices, sendo que as estruturas helicoidais supgemxemplo, em nanomolas, nanotubos de
carbono, na forma da hélice dupla do DNA, em escadas hedisientre outras [12].

Outra abordagem para o problema de caracterizacdo de @ucessiderar a relacdo entre os
vetores do referencial de Frenet de curvas, como é o casmdeass de BertrandEstas curvas foram
descobertas por J. Bertrand em 1850 e constituem um impetiipico da geometria classica de
curvas. Uma curvyt: | — IR3 é chamada de Bertrand se existe uma outra gura— R3 tal que as
retas normais dgeyemse | sdo iguais. Neste caye chamadpar de Bertranddey. Mostraremos
na Proposi¢élal 3 que a curva é de Bertrand se e somente senaxisteros reais ndo-nuldse B tais
queAk + Bt =1, paratods € |, ondek e T séo a curvatura e a tor¢ao, respectivamentg, @m
isto, pode-se mostrar que as curvas de Bertrand também sganaralizacdo das hélices circulares.

O estudo de hélices e curvas de Bertrand também sera feitordo ge vista de curvas sobre
superficies regradas.

No capitulo 1 seré feito inicialmente um breve apanhadoat@atéocal das curvas no espacgo
e, apos, dedicaremos as secdes subsequentes ao estudticggsgederalizadas e das curvas de
Bertrand. Destacamos os resultados obtidos nos Teotémidsglie estabelecem, respectivamente,
que toda hélice generalizada pode ser construida a partimdecurva plana e que toda curva de
Bertrand pode ser obtida de uma curva esférica. Na Ultim@osegstudamos o conceito de envelope
de uma familia de funcdes para obter uma importante calzatéo da indicatriz de Darboux de uma
curva de Bertrand.

O capitulo 2 sera dedicado a teoria classica de superfageadas. O interesse pelo tema tem
reaparecido recentemente devido suas aplicacfes emntifer@&eas que vao desde Geometria Di-
ferencial Projetiva, Computacao Gréfica a Desenho Indlistiéntre outras. Neste capitulo faremos
um apanhado dos principais resultados sobre superfigesdas. As referéncias utilizadas séo [2]
e [3]. Dentre as superficies regradas, destacamos dug®gBateque merecem atencao especial: as



superficies cilindricas e as superficies desenvolviveis.

No capitulo 3 estudaremos hélices generalizadas e cunBearttand como curvas em super-
ficies regradas, tendo como basek [7]. Para isto, dividimoapdtulo em trés secdes. Na primeira
secdo faremos um estudo sobre a superficie retificavel wEsenel, destacando as condi¢des para
que ocorra pontos singulares e relacionando esta com & géleralizada. Na segunda secao estuda-
remos a superficie normal principal, seus pontos regylaegs como encontraremos condi¢des para
que a curvatura se anule. O desfecho do capitulo encontratsgceira secdo, na qual sdo apresen-
tados resultados que relacionam as hélices generalizadaa superficie retificavel desenvolvivel e
as curvas de Bertrand com a superficie normal principaln@naos atencao para a caracterizacéao de
helicéides obtida pela Proposigad 16.



Capitulo 1

CURVAS ESPECIAIS

Este capitulo é dedicado ao estudo das hélices generaligatts curvas de Bertrand. Estas
curvas sado uma generalizagdo da classica hélice circular.

Os principais resultados obtidos sdo dados pelo Teoremasiabelece que toda hélice ge-
neralizada pode ser construida a partir de uma curva plapbbélporema que estabelece que toda
curva de Bertrand pode ser obtida de uma curva esférica.

Além disto, na se¢éo 1.4, obtemos uma importante caraat@gzda indicatriz de Darboux de
uma curva de Bertrand.

As principais referéncias utilizadas aqui séo [2], [5], [3] e [13].

1.1 Curvas no Espaco

Nesta se¢do fazemos um breve estudo da teoria local de awvespaco e estabelecemos
férmulas para o calculo da curvatura e tor¢cao que seramaddis no decorrer do trabalho.

Dizemos que uma curva parametrizada diferenciavédé uma aplicacdo diferenciavgl
de class€®, de um intervalo abertbc R emR3. Chamamos a variavek | de parametro da curva
e o subconjunto d&3 formado pelos pontog(t),t € |, de traco da curva.

Tomandoy(t) = (x(t),y(t),z(t)),t € | C R, uma curva parametrizada diferenciavel, o vetor
Y (t) = (X(t),y(t),Z(t)) é chamado deetor tangente y emt € |. A reta tangente & curva regular
emtp € | é areta que passa pgitp) na diregao de/(to).

Dada uma curva regular: | —s R3, o comprimento de arco da curyadetg aty, é dado por

/ Yy |t

A funcdo comprimento de arco gea partir detg € dada por

st)= [ 1y(r) |
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Uma curva regulay : | — R3 é dita parametrizada pelo comprimento de arco se para cada
to,tiel, to<ty,

/ IV [ dt=t—to

Toda curva regular no espaco admite uma reparametrizat@@ga@metro comprimento de
arco.

Consideraremos aqui uma curya | — R3 parametrizada pelo comprimento de arco. A
curvaturadey emse | é definida pok(s) =|| V'(s) || -

Observe que sg: | — R3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de entio

| Y(s) ||=1. Assim,y’(s) é ortogonal a/(s). Portanto, para todse | ondek(s) # 0, podemos
'(s)
K(s)

definir um vetor unitario na diregdo g&(s) e ortogonal g/(s), dado pom(s) = . Este vetor é

denominadwetor normalay emy(s).

Denotando pot(s) o vetor unitarioy (s), temos qué(s) e n(s) sao vetores ortonormais e

O vetorb(s) =t(s) x n(s) € denominadeetor binormalay ems.
O referencial ortonormd|t,n,b} é chamaddriedro de Frenetda curvay ems.

Cada dois vetores do triedro de Frenet determinam um plar@ar® normala curvay em
y(s) € o plano que contém(s) e é normal ao vetdrs). O plano que contéry(s) e € normal &(s)
é denominadplano osculadarpor fim, o plano que contéry(s) e € normal a(s) € chamadplano
retificanteda curvay ems.

b(s)

plano normal

plano retificante

t(s) / plano osculador

Figura 1.1: Planos retificante, normal e osculador

O ndmero reaf (s) definido porb’(s) = —1(s)n(s) € denominadéorcdoda curva ens.

Sey: | — R® é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arqoi¢x (s) > 0,
para todos € |, ent&o o triedro de Frenet da curya@m s é um referencial ortonormal de® bem
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definido. Dessa forma, podemos obter os vettfes n’(s) e b’(s) como combinacéo linear dés),
n(s) eb(s). Pelo exposto anteriormente, temos que

t'(s) = k(s)n(s)
b'(s) = —1(s)Nn(s).

Vamos obter a expressao parés). Sabemos que(s) = b(s) x t(s). Derivando,
n'(s) =b'(s) x t(s) +b(s) x t'(s).

Fazendo as substituicdes, obtemos:

Resumindo, temos

n'(s) = —k(9)t(s)+1(s)b(s)
~T

(s)n(s).

gue sdo denominadas equacgdes de Frenet-Serret.

Observamos que nem sempre a curva que estamos trabalhténgaresnetrizada pelo com-
primento de arco, contudo ainda assim podemos encontrausvatura e tor¢ao conforme a propo-
sicdo a sequir.

Proposicéo 1 Sejay: | — R3 uma curva regular de parametro t@: J — R3 uma reparametrizacéo
de y pelo comprimento de arco, isto B(s(t)) = y(t), para todo te I. Sejamk(s) > 0e 1(s) a
curvatura e a tor¢cao d@ em sc J, entado

Y ®) > y'(®) |
Iy ® |3
(Y (®) xy'(t)-y"(t))
Iy @® =y @z

K(s(t)) =

I(st) = -

t
DemonstracaoSejas(t) :/ | V(r) || dr a fungdo comprimento de arco.
0

. ds
Assim, = = V(1) |.

_dvds_ 998 Entaoy/(t) = t'(s) (ds)2+t(s)d28

Mas, Y (t) = dsdt _t(s)dt. St a2
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Agora
2 3
CRCH(CEE (t'(s) (%) +t<s>‘j—f‘§> - (§) o=,
Entéao
YO VO =] V0) | k().
Portanto,
-t

3 2 2\’ 2
V() = ‘jt§<>+3t§t< >+<K<t> (j—f) ) n<s>+<‘;—f) v

3 3 2 2
y'(t) = <3—t§— K2(t) (:_ts) )t(s) + (K’(t) (:_ts) +3K(t)3—f:—;> n(s)

6
Assim, /(1) V()"0 = -T2 (Gt ) =100 VO °
Comol| Y (t) x y'(t) = K2(t) | /1) |, entdo

(Y1) < y'(t).y"(t)
Iy @) <y >

(s(t) = -

1.2 Heélices e Vetor de Darboux

Nesta secdo vamos definir a hélice generalizada destacandoas de suas propriedades.
Também vamos estudar o vetor de Darboux que sera imporae plesenvolvimento dos capitulos
posteriores.

Iniciaremos com a classica definicdo de hélice circular.

A principal referéncia utilizada nesta secéo foi [5].

Definicdo 1 Uma curvay : | — R3 & uma hélice circular se a curvatura(s) # 0 e a tor¢Aor(s) sdo
constantes.
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:

Figura 1.2: Hélice Circular

Definicdo 2 Uma curvay : | — R3 comk(s) # 0 é chamada uma hélice generalizada se a reta
tangente de/ faz um angulo constante com uma direcao fixada.

<

Figura 1.3: Hélice Generalizada

Vamos agora determinar a diregdo fixada dada pela definigaa.ac

Quando um ponto se move ao longo de uma curvaRérseu triedro de Freneft,n,b},
transladado paralelamente até a origem, define um movimigido chamado Movimento de Frenet.
A cada instante, o triedro de Frenet determina um eixo de&oteEste é determinado pelo nacleo da
matriz de Frenet.

0 k(sy O
M(s)=| —k(s) O 1(s)
0 -1(s) O

Temos quer € uma diregéo fixa e (s)v = Av.
Considerando o polinbmio caracteristico, temos

detM(s) —Al)=0=A =0eA = /—T12(s) — K2(s).

Como estamos interessados na direcdo que é mantida fixanaewensiderar apenas o au-
tovalor real, ou seja) = 0. Assim, o vetoD(s) = 1(S)t(s) + K(S)b(s) é um autovetor relativo ao

. , L D
autovalor considerado. Este vetor € chamadweader de Darboux O vetor unitariod = m des-

creve uma curva na esfera chamaucatriz de Darboux.
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O vetorD(s) = (%) (s)t(s) +b(s), que esta no nacleo dd(s) e & mdltiplo deD(s), sera
chamadovetor de Darboux modificad® sera util posteriormente.
Agora, send@ a dire¢ao fixada, temos que
Y -a=constantes y'-a=0=- kn-a= 0= aé ortogonal a parak # O.
Assima=At+pubeA?+pu?=1.
Ainda,y”-a=0= (kK'n+kn’)-a=0

= (K'n+K(—Kt+1b))- (At+ub) =0= —K?A + KT =0
_ Tt+kb
V(T2 +K?)
D D . ,
Portanto,m é a diregéo fixa da hélice generalizada.

A proposic¢ao a seguir nos da uma caracterizacao da héliezageada em funcdo da curva-
tura e torgao.

Proposi¢do 2 Uma curvay(s) com curvatura ndo-nula é uma hélice generalizada se, e s@nsen
T .
(E) (s) é constante.

. Kb+t
DemonstragioPrimeiramente, tomandp— ———""_ vamos encontra.
(k2+12)
oy (K'b+ Kb + 7't + Tt') (k2 + 12)Z — (Kb + Tt) 3 (K2 + 12) "1 (2k K’ + 21T')
B K24 T2 '

Usando as equacg0des de Frenet,

4 (K'b+T't) (k%2 4+ 12) — (Kb + Tt) (KK’ + TT') .
(K24 12)2

Efetuando os célculos, obtemos

o K?T't + 1%k’b — KK'Tt — KTT'D
pu— 3 .
(k2+T12)2
Reagrupando os termos de forma conveniente, temos

o T(TK'—KT')b-l—K(l;T’—K’T)t‘ (1.1)

(k24 12)2

Suponhg/(s) uma hélice generalizada. Assim,
y -a= constante (1.2)

Derivandd 1.2 e usando as equacdes de Frenet

y'-a+y -d=0=kn-at+t-a =0. (1.3)
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Aplicando as expressdes de a’ em[1.3,

(kn)- <M> +t- <T(TK/_KT/)b+K(’§<T/—K/T)t> 0

(k?+ 1) (k2+12)

:>t.<K(KT/—K/T)t> :O:>K(KT/—K/T) _o. (1.4)

(K24 12)2 (K24 12)2

Comok # 0, a expressdo 1.4 nos da:

KT —K'T=0. (1.5)
Por outro lado,
T\/ KU —K'T
—) = —. 1.6
(K) K2 (1.6)

Usandd 1.6 em 116, concluimos que

T\/ T
(—) =0= (—) = constante
K K

T
Suponha, agor%;) = constante

Assim,
"—K't

/
(1) :O:>KT72:0:>KT/—K/T:0. (1.7)
K K

Utilizando isto eni 1J1, concluimos gaé= 0.

Entéo,
Kb+ 1t
V’.a+y.a’:(Kn)- 7—1_ +t-0=0.
(k2+T12)
Mas,
0=y a+y-d=(y-a) =y -a=constante
Portantoy € uma hélice generalizada. [

Como consequéncia deste resultado temos que a héliceaciécuin caso particular de hélice
generalizada.

Veremos a seguir como uma hélice generalizada pode serwiolast partir de uma curva
plana. A referéncia utilizada aquil€ [5].

Dada uma curva plana regulgit) com curvatura ndo-nula, definimos uma curva no espaco

t
y(t) = y(t) + (cote/ |y (r)||dr)a+c, onde® é um nimero constanteaee ¢ sdo vetores
t

0
constantes corff (t).a=0e||a|| = 1.

No teorema a seguir utilizarems n,b} para o triedro de Frenet da curva plara{T,N,B}
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para o triedro de Frenet da curva no espacgo

Teorema 1 A curvay dada acima é uma hélice generalizada. Além disto, todas lacekéyenerali-
zadas podem ser construidas por este método.
DemonstracaoProva da % afirmagao.

T\ | : :
Mostremos que{;) é constante. Assumim@st) uma curva plana parametrizada pelo com-
primento de arco.

Derivandoy, obtemos

Y (t) = y(t) + cotba.

Y'(t) = Kp(t)n(t), ondeky € a curvatura da curva plana.
y"(t) = Kp(t)n(t) — (kp(1))?(t).

Também sabemos que

y <y’ detly,y',y"
K(UZ% T(UZIE—N/Z)'

V.V)2 IV < V|

Efetuando os calculos, obtemos
K(t) =| kp(t) | serfd e t(t) = kp(t) cotd sert.
Assim, <£> é constante.

K

Prova da 2 afirmacao.

Sejay uma hélice generalizada parametrizada pelo comprimenanode Neste caso, a ima-

gem esférica de Darbouks) = HBgH é constante.
T(s)T(s) +k(s)B(s)
Denotea = d(s) = 29 T Kk2s)

Temos que(%) (s) = c. Escolhaf tal que coB = c ( senf > 0).

Considere a curvg(s) = y(s) — (Y(s) - a)a.

Entdoy(s) -a= 0. Logoy esta no plano normala ou sejay € uma curva plana.

Temos que/(s)-a=cosb e ||y (s) — (Y (s)-a)al| = senb.

Segue que

y(s) + (cot9/08||y/(r)||dr)a: y — cosBas+ cotf senfsa =Y. ]

Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Corolario 1 Uma curva planay € um circulo se e somente se as hélices generalizadas conesp
dentes sdo hélices circulares.

DemonstracaoPelos calculos feitos na demonstracdo do teorema antenoos que a curvaturae
a torcaor das hélices generalizadas sdo dadas por
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K(t) =| kp(t) | serfd et(t) = kp(t) cotd ser?.

Vemos que séo constantesksgt) € constante. m

1.3 Curvas de Bertrand

Na secdo anterior vimos as hélices generalizadas como umaafjeacio da hélice circular.
Outra generalizacdo da hélice circular é dada pelas cuevBgdrand.

Definicdo 3 Uma curvay : | — R3 comk(s) # 0 é chamada uma curva de Bertrand se existe uma
curvay: | — R tal que as retas normais principais dee y em se | sdo iguais. Neste cas®,é
chamada um par de Bertrand ge

Veremos inicialmente que toda curva plana com curvaturanné@é de Bertrand. Para isto
necessitaremos do conceito de evoluta e involuta de curvas.

é denominada

: 1
Sea(s) € uma curva regular de curvatwa# 0, a quantidade(s) = k()|

raio de curvaturadea ems. O circulo de raig(s) e centro
c(s) =a(s)+——=n(s)
é denominadairculo osculadoee c(s) € ditocentro de curvaturaA medida que varia o parametsp

o centro de curvatura descreve uma civaevolutadea.

Umainvolutade uma curva regulg é uma curva que é ortogonal as retas tangentgs de
Portanto, s¢8 € evoluta dex, entdoa € uma involuta d¢s.

Entdo, sea € uma curva plana, podemos sempre encontrar uma cutasaquea e a Sao
curvas de Bertrand. De fato, $eé a evoluta dex, entdo todas as involut@s de 3 tém a mesma
normal principal dea, pois por definicdo de involuta, estas curvas interceptamgoralmente
gualquer tangente dé&

Considerey : | — R3 uma curva de Bertrand copnseu par. Ent&o, por definicdppode ser
representada na forma

y(t) = y(t) +a(t)n(t)
onden(t) é o vetor normal unitario dge| a(t) | é a distancia do pon®dey ao ponto correspondente
P dey; a(t) tem sinal positivo se o sentido &ea P é o den(t) e negativo caso contrario.
Vamos provar quea(t) é uma constante.
Sejams e s 0s parametros comprimento de arcoydey, respectivamente.

Comoa € a distancia dos pontos correspondentege&lg a € uma constante se, e sO se,
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d d._ B
4@ == F-yVI=27-y)- -V

se anula. De fato, a afirmacéo € valida pois o vgtery é paralelo a reta normal principal comum,
enquanto os vetorgg e y sdo tangentes @e y, respectivamente, isto €, sdo ortogonais & normal
principal.

Vamos utilizar o fato anterior para dar uma caracterizagaoudvas de Bertrand.

Proposic&o 3 Sejay : | — R3 uma curva no espaco cor(s) # 0. Suponha que(s) # 0. Entéoy é
uma curva de Bertrand se, e somente se, existem nimeroséaitulos A, B tal que

AK(s)+Brt(s) =1, paratodo s= I.

DemonstracaoSuponha qug € uma curva de Bertrand copro par de Bertrand.

Sejamt et os vetores tangentes unitariog ay, respectivamente. Temos
—(t-t) =t -t+t-t. (1.8)

Como os vetoret et’ sdo paralelos a reta normal principal comum, a expréssksehfula.

Denotando poo o angulo entre os tangentes nos pontos correspondentes, tem
t-t=||t||||t] cosa =cosa = constante

Assim,em todos 0s pontos correspondentey@egy o angulo entre os vetores tangentes é o
mesmo.

Vamos utilizarsescomo o parametro comprimento de arcoyaey, respectivamente. Assim,
comoy é curva de Bertrand,

¥(s) = y(s) +an(s). (1.9)
Entdo, usando 1.3 e as equacgdes de Frenet,

_dyds |
~ dsds
ds

_ o Us .
= dg(t+an) t

ds

ds

cosa = t-t

Logo,
ds

d_s(l —aK) = constante (1.10)
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Por outro lado, temos
_ ds ds ds
[txt|=] ﬁ([t+a(—Kt+Tb)] x1) [|=|| gt 1=l =& | - (1.11)

Também
| txt]=|t]]t] sena =1.1.sena = sena. (1.12)

Del1.3[1.11 €1.12, obtemos

ds
ara3 = 4+sena = constante (2.13)

Entao, dé¢ 1.10[e1.13, temos
ds

—(1—ax)

= cosa 1-ak

ds - —C= —C. (1.14)
ds seny atr
—ar
das

B
Fazendo, e 1.14=AeC= N

1-Ak B
=—=1-AKk=Brt= Ak +Br=1.
AT A +

Agora, seja a curvg(s), comsseu parametro comprimento de arco. Tomemos a curva
¥(9) = ¥(9) +An(s) (1.15)
e mostremos que se
AK(s)+Brt(s) =1, (1.16)
entdoy e’y sdo curvas de Bertrand.

Diferenciando a expressBo 1.15 com relac&oadtemos

d
d—);:t-i-An’ =t+A(—Kt+1h) =t — Akt +Atb = (1 - Ak)t +Arth.

B .
Em[1.16, tomand€ = A ficamos com

1— Ak = CAT. (1.17)

Portanto, de 1]3le 1.7 &
d—Z:AT(CH—b). (1.18)
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Assim, se a orientacéo @ga foi escolhida, o vetor tangente unitariy & da forma

_ Ct+b
t= 1.19
V1+C2 ( )
Derivandd 1.10B, obtemos
dt 1 1 1
— = Ct'+b) = Ckn—1n) = CK —1)n.
ds \/1+C2< ) \/1+C2( ) \/l—l—CZ( )

Observe que este vetor é a derivada do vetor tangepte@ertence a normal principalyee
esta normal coincide com a normal principalydéortantoy ey sado curvas de Bertrand.

|
Uma consequéncia direta da Proposigao 3 é que as hélicempix sdo curvas de Bertrand.

A seguir apresentamos algumas consequéncias importanRreplosicabl3.

Corolario 2 Sejay: 1 — R3 uma curva no espaco Cor(s) # 0 e 7(s) # 0. Entdoy é uma curva
de Bertrand se, e somente se, existe um numero reg&a fal que

AT (s)k(s) —K'(s)1(s)) — T'(s) = 0.

DemonstracaoPela proposicéo anterior, conyoé uma curva de Bertrand, existem nimeros reais

n&o-nulosA e B tais queAk (s) + Bt(s) = 1.

1-Ak(s)
I(s)

. L—AK(S) ,
. Ou seja, a expressdo———— € uma constante.

(s

Entdo coma(s) #0,B=

Diferenciando, temos
—AK'(5)T(S) — (1—AK(s))T'(S)
[1(s)]?
Assim,A(T'(s)k(s) — k'(s)1(s)) — T'(s) = 0.

=0= —AK'(9)1(s) — T'(s) + AK(S)T'(S) =0

Agora, por hipotese tema¥1'(s)k (s) — k'(s)1(s)) — T/(s) =0
A(T'(9)k(s) — K'(s)T(s)) — T'(S)

Portanto, =0, poist(s) # 0.
TOP “
Entao,
! ! gt . ! o
AT (s)K(s) —K'()1(s)) —T'(s) _ (1—-AK(S) 0= 1-Ak(s) _ B AK(S) + BI(s) = 1,
1(s)? 1(s) 1(s)
comB uma constante real.
Assim, pela proposi¢ao anterigré uma curva de Bertrand. [

Proposigéo 4 Sey é uma curva de Bertrand, opé plana out (s) nunca se anula.

DemonstracdoSejay uma curva de Bertrand cofpo par de Bertrand e sejatme t os vetores
tangentes unitarios deey, respectivamente.
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Pela demonstracéo da Proposigho 3,
t-t=cosa =constante e ||t xt|= sena = constante (1.20)

ondea é o angulo formado entre os vetores tangentes.

Sendos o comprimento de arco de temos que
¥(S) = ¥(9) +an(9). (1.21)

Derivandd 1.2l1 com relagdo ao comprimento de amey, obtemos

dy dyds ,,..ds
d—g_d—sd—g_(;/(s)—i—an(s))d—g. (1.22)
Usando as equacbes de Frenefem|1.22
_ ds ds
t:(t+a(—Kt+Tb))d—§_ ((1—aK)t+arb) as (1.23)
Por outro lado, usando 1123
- ds ds ds
txt:((1—aK)t+arb)d—§><t:ard—gbxt:ard—gn. (1.24)
Assim, coma|| n ||= 1, de[1.20 obtemos o que segue:
_ ds ds
- “nll= = 1.2
| Ext =] argn =] arg = C. (1.25)

ondeC é uma constante.
Comoa#0 eg—_z # 0, da expressdo 1.P5 concluimos que:
(a) seC =0, entdor(s) = 0, para todcs € |, ou sejay € uma curva plana;
(b) seC +# 0, entéor(s) # 0, para todes < I.

Portanto, uma curva de Bertrand é plana ou sua tor¢do nuncnska.

Temos entdo que 3eé uma curva de Bertrand no espaco, sua tor¢cao € nunca nulad@ua
é planay possui infinitos pares de Bertrand dados por cupas= y(s) + an(s) paralelas &.

A proxima proposicgéo relaciona as torgdes de uma curva deaBdre seu par.

Proposicdo 5Sejay : | — R3 uma curva de Bertrand com par de Bertrapd Entdo1(s)T(s) €
constante ndo-negativa, ondés) e 7(s) indicam a tor¢céo de ey, respectivamente.



Demonstracaolnicialmente observe que devido a Proposidéao 4 podemos sup® eT # 0.

Comot et séo ortogonais a normal principal comumydey, t é da forma:

t = +(cosat + senab),

ondea é o angulo entreet, que é constante, conforme a provate 3. Se tomarmos o prestotéal

entret en temos

sena
K+4cotat = a:> TCOSO + Ksem =

21

(1.26)

b =1txn=(cosat+ senab) x n = cosab — senat (1.27)
Diferenciando a expressgo 1.27 com relag&pemcontramos
@ osa@ senag
d ds ds’
ja quea é constante.
Usando as equac0Oes de Frenet,
db
gs = —CosaTn — senakn = —(Tcosa +ksena)n. (1.28)
Por outro lado
db dbds ds
it ceth B o bt 1.29
ds dsds ds’ (1.29)
ondes é o parametro comprimento de arcoyde
Comparandb1.28[e 129 e usando o fatomeen, temos
ds
—(Tcosa +ksem)n = —TN—
ds
_ds
= TCOSO + Ksena = ird_s' (1.30)
Como por hip6tesey € curva de Bertrand, temos pela Proposigéo 3
Ak +Br =1 (1.31)
cosa :
FazenddA=a,C = sorg eC= A COMo na prova da Proposid¢do 3, podemos reesdrevér 1.31
como segue

(1.32)
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Entéo d¢ 1.30e 1.82,

sena _ds

+(rcosa+ksema) =+ =Ty

(1.33)
Dey(s) = y(s) +an(s), obtemos

— [(1—ak)t+arb) 2

f:——_:(t—l—an/)ds d_§

= (1.34)

Comparando os coeficientes[de 1.26 e€]1.34, encontramos
ds
+(cosat + senab) = [(1—ak)t + arb] e

Agora comparando os coeficientestgjéemos

ds ds sena ds ar
+semg=ar— = — = + .
sena

ds ~ds ~ ar (1.35)

:>d_S:

Por fim, dd 1.38 £ 1.35

Tar sena _ serfa
+ =+ =T1.T= 5 = constante
sena a a

Portanto, o produto das tor¢cdes € uma constante ndo-reegativ [

Vimos na secdo 1.2 que toda hélice pode ser obtida a partimdecurva plana. Veremos
agora um resultado similar envolvendo as curvas de Bertraneferéncia utilizada aqui foi [5].

Sejay: | — S? uma curva esférica parametrizada pelo comprimento de avom garametro
comprimento de arco dg Considere:

t(o) =y(0);
s(o) =y(o) x t(o).
{y(0),t(0),s(0)} forma um referencial ortonormal chamaitiedro de Sabban

Vamos mostrar agora qu§o) = —y(0) + Kg(0)s(0), ondekg € a curvatura geodésica de
yC S?.

Escolheremog o vetor normal da esfera eypts). Assim, a curvatura geodésigg(s) € dada
por

Kg(0) =y'(0)-(t(0) x y(0)).

Logo,
kg(0) =t'(0)- (t(0) x y(0)) =t'(0) - S(0). (1.36)
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Comol|| y||= 1, temost’ -t = 0, significando qué’ é ortogonal d. Assim,

t' = ay+bs. (1.37)

Precisamos encontrare b na expressdo 1.37.
a=t'-yeb=t"-s

Como|| y ||= 1, temosy - y = 0. Derivando esta Ultima expresséo,

Vv+y -V =0=Vy y+1=0=y y=—-1=t.y=—-1 (1.38)

Entdo, dé 1.36le 1.3&,= —1 eb = K.

Portanto,

Agora, vamos mostrar qu o) = —kg(0)t(0o).

Comos(o) = y(0) x t(o), derivando obtemos,

s(0) =y(0) xt(g)+y(0) xt'(0) = ky(0)(y(0) x 5(0)) = Kg(T) (—t(0)) = —Kg(0)t(0).
Pelo visto anteriormente, temos que

y(o)=t(o)

t'(0) = —y(0) + Kg(0)S(0)

s(0) = —kg(O)t(0).

Definimos uma curva no espaco

y(o) = a/a y(r)dr +acot6 Us(r)dr+c. (1.39)

Jo Jo

Teorema 2 A curvay acima é uma curva de Bertrand. Além disto, todas as curvased@a®d
podem ser construidas por este método.

DemonstracdoVamos mostrar primeiramente qyelada eni 1.39 é uma curva de Bertrand. A ideia
aqui é utilizar a Proposicdo 3.

Para isso, precisamos calcular a curvatura e a tor¢ioae
Derivandoy(o), obtemos

Y (o) =a(y(o)+cotfs(a)).

Y'(0) =a(l—cotbkg(0))t(o).

y"(0) = —acotfk{(0o)t(g) +a(1—cotfkg(0))(—y(0) + Kg(0)s(0)).
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Assim, utilizando a Proposic@d 1, encontramos, eom+1.:

ser9(1— kq(o) coto)

K(o)=¢ 2 (1.40)
° 7
r(0) = se G(Kg(aa) +cot6). (1.41)

Observe que usando 1140 e 1.41, obtemos

(1—kgy(0)cotB) N cotfser’d
a a

a(ek(o)+cotft(0)) = a(eesenze (kg(O) +cot9))
= a(ek(o)+cotbr(o)) = 1.

Logo, existem niUmeros reafs= ac e B = acotf tais queAk (o) +B1(0) = 1 o que significa
quey é uma curva de Bertrand.

Agora, sendq curva de Bertrand, queremos mostrar que

g g
y(o)=a [ y(r)dr+acotd [ s(r)dr+c,

Jo Jo
para alguma curva esfériga

Comoy é curva de Bertrand, existef)B € R tais queAk (s) + Bt (s) = 1.

B esend
Facamos = A, cotf = 5; e escolhemos = +1 comT > 0.

Definimos uma curva esférica dada por
y(s) = €(sendT(s) — cosOB(s)), (1.42)

ondeT(s) e B(s) sdo os vetores tangente e binormal, respectivamente, dajcars € o parametro
comprimento de arco de

Entéo, derivando a expresdao 1.42 e usando as equacdesndeé ¢deneN o vetor normal
principal dey, encontramos

Y(s) = &(sendT’(s)—cosBB’(s))
(sendk (S)N(s) — cosB(—T(s)N(s))
(senfk(s) +cosf1(s))N(s)
send(K(s) +cotl1(s))N(s)

I
m ™M

|
|

£
a
senf(ak(s) +acotl1(s))N(s)

sendN(s).

QI MmY
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Sejao o parametro comprimento de arco yeentao

do  dy & _€
s =|| ds |=| asen@ |= asen@.
Também temos
ay(s)% =ag(semdT(s) — cosGB(s))gsenG = send(sendT(s) — cosOB(s)). (1.43)
Logo,
dydo
acotoy(s) x dods = cosO(sendB(s) + cosOT(s)). (1.44)
dy
Comos=yx do’ temos
o g u
a/ y(r)dr+acot9/ s(rydr = / senf(sendT (t) — cosOB(t))dt
0 0 Uo
u
+ [ cosB(senfB(t)+cosOT (t))dt
Uo
u u
— / (ser? + cod G)T(t)dt:/ T (t)dt
Uo Uo
= y+c
Entao,
. g g
y(o) = a/ y(r)dr+acot6 [ s(r)dr+c.
0o Jo

A curva de Bertrand da figurd_1.5 foi gerada a partir da curvdériea
y(t) = (sen(t), sen(t) cogt),cog(t)), figurall.4, tomando-s&= 1 e cotd = 1.

Figura 1.4: Curva esférica Figura 1.5: Curva de Bertrand

Como consequéncia temos 0 seguinte resultado.
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Corolario 3 A curva esféricg/ € um circulo se, e somente se, as correspondentes curvasttinBle
séo hélices circulares.

DemonstracaoPela demonstracéo do teorema anterior, temos

£ky(0)cosh et(0) — serfOky(o) |

k(o) = - a a

A curva esféricay € um circulo se e somente 5@(0) = 0. Esta condicao € equivalente a condicéo
K'(o)=1(0)=0. ]

1.4 A indicatriz de Darboux de uma curva de Bertrand

Como vimos no Teorenid 2, toda curva de Bertrgmubde ser obtida a partir de uma curva
esféricay. Veremos nesta se¢éo que a evoluta esfériga(ligyar geomeétrico dos centros dos circulos
osculadores) é a indicatriz de Darbouxyde

Para isto precisaremos do conceito de envelope de umadataifuncoes.

Suponha qué : R x R" »— R seja uma aplicacéo diferenciavel (o simbeloindica que o
dominio deF é um subconjunto aberto @& *1). Usamogt, xy, ..., %) como coordenadas d&x R'
e consideremoB como uma familia de funcdes deparametrizadas por Escrevemos; : R" — R
para a funcédr (X) = F(t,X); suponhamos que, para cagdaero seja um valor regular dg, isto

F
é, paraF(t,x) =0, g— é ndo nula para alguim Se tomarmo€; = F1(0), temos queC; é uma

(r —1)-variedade parametrlzada Isso motiva a definigéo a seguir.
Definicdo 4 O envelope da familia F é definido por

9 =9 ={xeR :FHeRF(t,x) = aa—'t:(t,x) = 0}.

F ,
Sex € 7 e F(t,x) = %(t,x) =0, entdo t é dito correspondena

Quando r= 2, tem-se que & uma curva regular, para cada t

Como exemplo, considere a familia de circulos unitariosradns no eixo; do planox;X,.
Cada circulo desta familia tem como equacao

(x1 —t)2+x3 —1=0, comt € R fixo.

As curvasC; = F1(0), ondeF (t,xg, %) = (X1 —t)?+x3 — 1 sfo circulos de raio 1 centrados no eixo
X1.

Dado(x1, %) € G, entao(x; —t)?+x35 — 1 = 0. Além disso,
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ok, . R . .\ _

a—xl(t,x)_z(xl—t)ed—xz(t,X)—ZXz
Logo,

R _OR

— [ X)==—(1t,X) =0 X =0ex; =t.
0X1<7) (9X2<’) 2 1

Mas estes pontos néo pertencerﬁt‘&(O), portanto O é valor regular d&, para qualquet € R.
Assim,F,~1(0) é localmente uma superficie parametrizadaiein

Sendo assim, vamos encontrar o conjunto discriminanke de

oF
Temosﬁ = —2(x1—t) e entdo

P ={xcR?:x =t,x3 =1} = (X € R? : xp = +1},

que é o par de retag = +1. Note qud corresponde &,1) e a(t,—1) emZ.

Na figura abaixo, podemos visualizar melhor o exemplo anteri

Figura 1.6: Familia de circulos centrados em0)

A evoluta de uma curva plara: | — R? também pode ser vista como o envelope de retas
normais a curva. De fato, considere a famiiaR x R> — R dada pofF (s,x) = (x — a(s)) - a’(s),
ondes é o parametro comprimento de arcoale

Cada reta normal & cuncaema(s) é determinada pags = F;1(0).

Vamos encontrar o envelope desta familia de retas. Temos que

F=0=(x—a)-a’'=0=x—a=An

oF
— =0=—-a'-d —a)-a’"=0.
s =—-a-a+XxX—0a)-d

oF
Logo,F = 25 = 0, se e somente se,

—1+(An+a-a)-a’"=0=2A :%.

Assim, o conjuntaZg € dado por

T ={xeR%x=a(s)+ %n(s), comk(s) # 0},

ou seja, o envelope das retas normaig delado pelos centros dos circulos osculadorggamluta).
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Figura 1.7: Familia de retas normais ao gréafico dexsen

Usando a definicdo de envelope vista anteriormente, vantodagsa evoluta de uma curva
esférica.

Para uma curva esfériga | — S?, com curvaturas # 0, vamos definievoluta esféricale
y como o envelope de grandes circulos normais a curva.

Tome a familiaF : R x S — R dada porF (s,x) = x - t(s), ou seja, a familia de grandes
circulos ortogonais g ondey é uma curva esférica parametrizada pelo comprimento deeareq/.

Assim,
F=0=x-t=0=Xx=An+ub
a—F:O:>X-Kn:0
Js
Agora,
oF
F:%:O:>()\n+ub)-(f<n):0:>)\ =0,

ja que estamos admitindo a hipotese 0.

Logo,x = ub. Comox € S?, temos|| x |= 1 e assinmu = +1. Portanto,

Tr = {x €% x=+b(s),scl}.

Figura 1.8: Curva esférica Figura 1.9: Evoluta esférica

Podemos expressar a evoluta esféricpel® termos do triedro de Sabban visto anteriormente.
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X-t=0=X=Ay+us
X-t'=0=X-(—y+KgS) =0.
Usandax = A y+ us, obtemos
(Ay+us)-(—y+Kgs) =0=A = Kg.
Entéao

X = KgUy+ US. (1.45)

Mas|| x ||= 1, o que implica

1
KU+l =1=>p=+—". (1.46)
° \/ K +1
De[1.45 ¢ 1.46, segue que
X =+ s). (1.47)

1
————(KgY+
1/K@JZ—i—l

Pode-se mostrar usanda [5] que a evoluta esférica @elada pelos centros esféricos dos circulos
osculadores &

Temos enté@o a seguinte proposicao.

Proposicdo 6 Sejay: | — S? uma curva esférica g: | — R3 uma curva de Bertrand correspondente
ay. Entdo a indicatriz de Darboux dgé igual a evoluta esférica de

DemonstracaoPela demonstracédo do Teorela 2, temos que a curvatura éa tiegsao dadas por

_ eserff(1—kgy(o)coth)

k(o) 2 (1.48)
° 7
r(0) = se G(Kg(aa) +cot6), (1.49)

ondea, 0, € sdo dados como no Teorefda 2.

Consideraremos, como no Teoremd 2,N, B} para o triedro de Frenet da curyas o para-
metro comprimento de arco gee g o parametro comprimento de arco da cupvAssim, utilizando
a expressao dgem [1.39) obtemos como na demonstracdo do Tedréma 2 que

T(o)=a(y(o) +cot95(a))g (1.50)

N(o) = et(0). (1.51)
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Entao, dé¢ 1.50[e 1.1, temos

B(o)=T(o)xN(o)=a(y(o) +cot93(a))g x €t(0o).

do

B(o)=¢a (E) (s(o) —cotBy(0o)). (1.52)

Como o vetor de Darboux é dado fiafo) = 1(0)T(0) + k(0)B(0), temos utilizandd1.48,
[1.49[1.50 € 1.52 que

D(o) = [Senze(Kg(a)JrcotB)} a(y(a)+cot93(a))%
+ Esenze(l— kg(0) cotd)] ae (%) (s(@) — cotBy(a)).
Efetuando os calculos, obtemos
D(0) = S2(5(0) + Ko(0)y(0)).
__Dblo _ 1
Portantod(o) = Do)~ K§<U)+1(Kg(0)y(0)+s(a)).

Portanto, por 1,44 é a evoluta esférica de



Capitulo 2

SUPERFICIES REGRADAS

O estudo de superficies regradas € um assunto classico eme@GedDiferencial. O interesse
pelo tema tem reaparecido recentemente devido suas d@iagn diferentes areas que vao desde
Geometria Diferencial Projetiva, Computacéo Grafica a Dieséndustrial, dentre outras.

Neste capitulo faremos um apanhado dos principais ressltEdédssicos sobre superficies re-
gradas que serdo uteis no proximo capitulo. As referéntidsadas séol[2] e [3]. Também estu-
daremos as superficies desenvolviveis. Tais superfigiegxemplos de superficies regradas cuja
curvatura gaussiana é nula em todos os seus pontos regulares

2.1 Definicéao

Intuitivamente podemos considerar uma superficie regradeg uma superficie gerada por
uma linha reta movendo-se ao longo de uma curva. Mais forerabntemos a definicdo que segue.

Definicdo 5 Uma superficie regrada ei®® é (localmente) a funcaqfs) i I xR — R3 definida por
Fy.5)(t,u) = y(t) +ud(t), ondey: | — R3, 6 : 1 — R3— {0} sdo fungdes diferenciaveis e | é um
intervalo aberto. Neste caso, chamanyos curva base ou diretriz, e as retas-# y(t) +ud(t) sdo
chamadas de geratrizes.

Podemos dizer que a superficie regrada é gerada pela fdyitliad(t)}.

Os exemplos mais simples de superficies regradas sédo asigepdangentes a uma curva
regular, os cilindros e os cones.

Uma superficie tangente é dada pgfy)(t,u) = y(t) + ut(t).
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Figura 2.1: Superficie tangente

Um cilindro pode ser visto como uma superficie regrada gepd uma familia de retas
{y(t),8(t)}, comt €I, y(t) contida em um plano &(t) paralelo a uma direc&o fixa eR.

Se tomarmos uma familigy(t), d(t)}, comt € |, ondey(t) esta contida em um plano e todas
as geratrizes passam por um ponto que ndo pertenca a esse@aos o cone.

Figura 2.2: Cone

As duas proposic¢des que seguem referem-se as curvatusssagee média de uma superficie
regrada em geral.



33

Proposicdo 7 Seja k, 5y uma superficie regrada cofd(t)|| = 1. Entdo a curvatura gaussiana

(det(y'(t),5(t),5'(t))?
(EG—F2)2

de Ry € dada por Kt,u) = — , com E= E(t,u) = ||y (t) +ud'(t)||?, F =

F(t,u) = V(1) 3(t), G= G(t,u) = 1.

eg— f?
 EG-F?2
e segunda formas fundamentais, respectivamente. Egyq(t,u) = y(t) +ud(t) e usanddN para

o vetor normal a superficie temos:

DemonstracdoTemos que (t,u) = ondeE, F, Geeg, f, gséo os coeficientes da primeira

R xRy

e=N-R; f=N-Ry;g=N-Fyy N= ————.
Rt Ru; 0 uu (I < Rl

E=R-R,F=R-F,G=F,F.

Observe que:

IR x Full = [[R]l[|Full sens,

R - Fu = ||R]|||Ful| cosB, ondeb é o angulo entré& e F,.
Assim, (||R x Ful)? + (R - Fu)? = ([RID?(IFulD?)-

Logo, ||k x Rull = v/ (IRIDA(IRul)? - (R - Fu)? = VEG-F2.
Ainda observe qué, = (t) e,y =0, assimg=N-F,, = 0.

2
R xFy
_f2 — -Ru _
Dessaformal,((t,u):EG_FZ:_<<VEEG‘GF_2?:2 > , ou seja,

(R x Fy) - Fu)?

(EG—F?2)2
(det R, Fy, Ru))?

(EG—F?2)2
(det(y'(t) +ud'(t),d(t),d'(t)))?

(EG—F?2)2
(det(y'(t),5(t),8'(t)) —udet(d'(t),d(t), & (1))
(EG—F2)2

6’<t>)>2_

K(t,uy = —

(det(y'(t), 5(t),
(EG—F2)2

Proposicdo 8 Seja fy, 5) uma superficie regrada coffd(t)|| = 1. Entdo a curvatura média de f)
é dada por

—2(y'(t)- (1)) dety' (1), &(t), 8'(t)) + dety” (t) +ud"(t), Y (t) +ud'(t), 5(t))
2(EG—F2)3

H(t,u) =

)

em que E= E(t,u) = ||y/(t) +ud'(t)||?, F = F(t,u) = Y (t)- 6(t) e G= G(t,u) = 1.
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Demonstracéo
eG—2fF +gE

Temos queH (t,u) = 2[EG_F?)

Assim,

(N-Rt)1-2(N-Ry)(R-Fu)
2(EG—F?)
(R xRy -Rt—2(R xFy) -Ru(R-Fy)
2(VEG—F2)(EG—F?)
—2(y/(t) - o(t)) de(y'(t) + ud'(t), 5(t), &'(t)) + def(y'(t) + ud’(t), 5(t), y'(t) + ud”(t))
2(EG—F2)3

—2(y'(t)- 3(t)) dety'(t),5(t), &'(t)) + det(y”(t) + ud”(t), y'(t) + ud'(t), 5(t))

2(EG—F2)3 '

H(t,u) =

Observemos que aqui estamos admitindo a possibilidade@E ¢genha pontos singulares,
isto &, pontogt, u) ondek x K, = 0.

. ConsidgrsmdoF(m) | x R — R® definida por Fys)(t,u) = y(t) +ud(t), temos que
T gy D gy = (t) x B(t) +ud'(t) x B(t).

ot Jdu
Assim, (to, up) € um ponto singular dg, 5 se, e S0 sg/ (to) x d(to) + Ud'(to) x d(to) = 0.
- oF OF ,
No caso da superficie tangerig (s, u) = y(s) +uy'(s), temos que so X o = uy’(s) x

Y (s) = —uk(s)b(s). Logo, a superficie tangente sempre tem pontos singularesgo dey.

Observamos também que Bg, 5(s,u) = y(s) + ud(s) € uma superficie regrada que € nao-
singular emy(s), entdoy(s) € transversal as geratrizes, isto €, os vetdgesd} sao linearmente
independentes.

~ : . . JoF OF
De fato, suponhamos qyaao seja transversal as geratrizes. As$im,0 =0 eﬁ X I

0 emu = 0. EntaoF seria singular ao longo de

Dentre as superficies regradas, destacamos duas casegagianerecem atencéo especial: as
superficies cilindricas e as superficies desenvolvivesecdes que seguem sao destinadas ao estudo
dessas duas classes de superficies regradas.

2.2 Superficies Cilindricas

Vamos primeiramente supor, sem perda de generalidadd, d{je- 1.

Definicdo 6 Dizemos que a superficie regradg, k) € uma superficie cilindrica s&t) x &'(t) = 0.
Quandod(t) x &'(t) # 0, dizemos que a superficie regradg, k) € ndo-cilindrica.

Observamos que a condicaét) x d'(t) # 0, é equivalente &'(t) # 0, para todd € |.
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De fato, supondd & |= 1, temos que
0-0=1
Derivando esta Ultima expressao obtemos
o-6=0.

Isso significa que send®o angulo formado entré e &', 6 = 9(°.
Assim, tomandd| 0 x &' ||=|| o ||| &’ || sen6 =|| &’ || .
Entdod(t) x 8'(t) #0« d'(t) # 0.

Por outro lado, s€ é ndo-cilindrica, temos bem definida uma cusyg) na superficie regrada
F(y,5) com a propriedade qu# (t) - &'(t) = 0. Chamamos tal curva di@ha de estricgéo

Notemos que a linha de estriccéo esta bem definida.

De fato, queremos encontrar uma curva parametrizdtietal quec’(t) - d'(t) = 0, para todo
t €1, e que o traco de(t) esteja contido no trago dg isto é,

o(t) = y(t) +u(t)o(t)

para alguma funcéo a valores rea). Supondo a existéncia de tal curva e diferenciando a exfressa
acima, obtemos

a'(t)=y(t)+U(t)d(t)+u(t)d(t).

Impondo a condi¢do’(t) - &'(t) = 0, temos

0=a'(t)-0'(t)=(Y(t) +U(t)d(t) +u(t)d'(t))-&'(t) = u(t) = —

Além disto, esta curva ndao depende da curva base escolhida.

De fato, sejany e y duas curvas bases paraEntdo podemos escrever
F(t,u) = y(t) +ud(t) = y(t) +s(u)d(t)

para alguma fungas(u).

Sejamo e 0 as correspondentes linhas de estricgdo. Entéo

o(0) = vt - ST o3
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Assim,

O1) 30 = y(t) 7O ~ = gl 0. @)

y(t) = ¥(t) = (s(u) —u)d(t) (2.2)
Entdo, de (2.1) e (2.2):

010~ () = (stw—u- RO ) 60) o

Portantog = 0.

Vamos tomar a linha de estriccdo como a curva base da supedgrada e escreveremos a
superficie da seguinte maneira

F(t,u)=o(t)+ud(t).

Assim,i = o’(t) +ud’(t) e R, = d(t).

EntdoR x Ry = o’(t) x d(t) +ud/(t) x d(t).

Comod'(t)-o(t)=0ed'(t)-a’(t) =0, concluimos que’(t) x (t) = A (t)d'(t), para alguma
fungdoA (t) chamada dparametro de distribui¢éo

Assim, || R x Fy [=[| A& +Ud x & [2= A2 &' |2+ || &' |[2= (A2 + ) || &' |I2.

Segue-se gue 0s eventuais pontos singulares da supeztjaela situam-se ao longo da linha
de estriccda = 0 e eles ocorrem se e somente\ge) = 0.

Observe qua (t) = det(a]’(ta),’(f)(t|)’55/(t)) :

Utilizando isto na expresséo #edada na Proposicao 5, segue que

)\2

"= (A2 u2)Z

Concluimos entdo que tomando a curva base como a linha @za&strtemos quesm pontos regu-

lares, a curvatura Gaussiana de uma superficie regradastmiK < 0, sendo zero apenas ao longo
das geratrizes que intersectam a linha de estriccdo em urtosamgular

2.3 Superficies Desenvolviveis

Definicdo 7 Dizemos que uma superficie regrada §5 € uma superficie desenvolvivel se a curvatura
gaussiana da parte regular de f5) se anula.
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Observemos que uma superficie regrega (t,u) = y(t) +-ud(t) € uma superficie desenvol-
vivel se e somente se dgftt),d(t),d'(t)) =0.
De fato, isto decorre imediatamente da Propodi¢éo 7, visto q

(det(y' (1), 8(), 8'(1)))*

K(t,U):— (EG_FZ)Z

Vamos considerar agora trés superficies regradas espassiciadas a uma curyg) com
curvatura positiva.

A primeira é a superficie tangente, ja vista na se¢éo 2.1.

A segunda é a chamada superficie normal principal que é dada p

Frym (L, u) = y(t) +un(t)

A terceira é conhecida por superficie binormal e é dada por:

Fiyp)(t,u) = y(t) +ub(t)

Temos entédo a seguinte proposicao.

Proposicao 9 A superficie tangente é sempre uma superficie desenvoliseperficie normal prin-
cipal e a superficie binormal s&o superficies desenvalvse e somente se a curva correspondente
é plana.

DemonstragaoPara a superficie tangente tendgs) = t(s) = y/(s). Assim dety'(t), d(t),d'(t)) =0,
pois apresenta duas colunas iguais.

No caso da superficie normal principal, temos que

det(y'(s),6(s),8'(s)) = dety/(s),n(s),n’(s))
= det(y/(s),n(s), —K(s)t(s) + 1(s)b(s))
= dety/(s),n(s), (s)b(s)).

Como os vetores n eb sdo linearmente independentes, este determinante sélagjaando
1(s) = 0, isto é, quando a curva é plana.

Por outro lado, s¢/(s) é uma curva plana, a normal principal pertence ao plano de@ir
assim a superficie normal principal € um plano.

Por fim, no caso da superficie binormal n6s temos

det(y/(s),8(s), 8'(s)) = det(y'(s), b(s), b'(s)) = det(y/ (s),b(s), —1(s)n(s)),
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onde novamente este determinante se anula se e s se a torgl@o éu seja, quandg(s) é uma
curva plana.

Inversamente, sg(s) € uma curva plandy(s) é constante e assibi(s) = 0.

Portanto, dét/(s),b(s),b’(s)) = 0. ]

Vamos agora distinguir dois casos de superficies desdmey

(@) o(t) x &'(t) = 0. Isso significa qué’(t) = 0. Assim,d(t) é constante e a superficie regrada
é um cilindro sobre uma curva obtida pela interse¢é&o dodcicom um plano normal &(t);

(b) 3(t) x d'(t) # 0, para todad € |. Nesse casa@j(t) # 0, para todad € |. Temos assim que
a superficie é ndo-cilindrica. Podemos determinar a lighestriccéo e verificar que o parametro de
distribuicéo

_ det(d’,0,0')

A= =0.
A

Portanto, a linha de estriccdo sera o lugar geométrico do®paingulares da superficie
desenvolvivel. S@’(t) # 0, para toda € |, segue da equacgdo acima, do fato qued’ = 0 e de
0 ser paralelo ao plano tangente da superficie &jéeparalelo ag’. Logo, a superficie regrada é a
superficie tangente de. Se d’(t) = 0, para todat € I, entdo a linha de estriccdo é um ponto, e a
superficie regrada € um cone tendo esse ponto como vértice.

Desse modo, longe dos pontos de acumulagéo dos zeros dasdienyolvidas, uma superfi-
cie desenvolvivel é uma unido de pedacos de cilindros, aaeperficies tangentes.



Capitulo 3

CURVAS ESPECIAIS E SUPERFICIES
REGRADAS

Neste capitulo estudaremos hélices generalizadas e ailevBertrand como curvas sobre
superficies regradas. Através de alguns resultados vergngoa hélice generalizada esta relacionada
a curvatura gaussiana e a curva de Bertrand a curvatura oeédigoerficie regrada que as contém.

Para este estudo introduziremos duas superficies regiragastantes, a saber a superficie
retificavel desenvolvivel e a superficie normal principal.

Os principais resultados desta se¢céo encontram-se no [&lig

3.1 Superficie retificavel desenvolvivel

Do capitulo 1, definimos o vet@(s) = (%) (s)t(s) +b(s), que chamamos vetor de Darboux

modificado.
Considerey: | — R3 uma curva regular comi(s) # 0.

Utilizando este vetor vamos definir a superficie retificaledenvolvivel, como segue.

Definicdo 8 A superficie regrada (575)(3, u) = y(s) + uD(s) é chamada a superficie retificavel de-
senvolvivel dg.

No decorrer da secédo veremos algumas propriedades imgsr@egssa superficie que justifi-
cam sua denominagao.

~ /
Primeiramente, observemos dDé&s) = (%) (s)t(s).

De fato, temos quB(s) = (%) (s)t(s) +b(s) comk(s) #O.
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Figura 3.1: Superficie retificavel desenvolvivel da héticeular

Diferenciando, temos:

B(s) = (1) O+ () B9+
= (2) 519+ (%) (9K(SIn(s) —T(In(s)

K

- (%)l(s)t(s).

Uma propriedade importante desta superficie é que a guEwama geodeésica. De fato, basta
mostrar que o vetor normal da superficie sopéeparalelo ao vetor normal da curya

T
K

Primeiro, vamos encontrar o vetor normal unitario da sugerN. Sabemos que

d—F(su)xa—F(su)
N(s) = gg L ou’ 3.1)

oF
1 %(5, u) x E(S,U) |

oF oF
Vamos encontra%—s (s,u) e %(s, u), como segue.
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Entao

%(s,u)x(;—z(s,u) = [1+u(£>/(s)]t(s) % () te)+b(9)
( !/

EntdoN(s) = +n(s), o que significa que/ € uma geodésica da sua superficie retificavel
desenvolvivel

Agora, vamos olhar essa superficie do ponto de vista datderenvelopes (secdo 1.4). Para
isso, considere a familia : R x R — R dada por

F(X,s) = (X—y)-n.

Observe qué&;1(0) é o plano retificante dgemy(s).
Assim,
F=0=(X—y)-n=0=x—y=At+ub.

Também,

oF
=05 (=Y )+ (=) (~Kt+Tb) =0

Assim,

oF
F = s =0= (At+ub)-(—kt+1bh).
Logo,
KA+UT=0=A :u%.
Entéo,

T T -

X—y= (u;)t+ub:>x: y+u ((E)H_b) = X=y+uD.
Portantoa superficie retificavel desenvolvivel é o envelope dosglagtificantes da curvg

A proposicao a seguir nos da condi¢Bes para que ocorra ura pioigiular na superficie reti-
ficavel desenvolvivel.
Proposigdo 100 ponto (sp,Up) € um ponto singular de [ se, e somente se{%)l(so) #0e
1
—7+7 (%)
(&)

DemonstracaoSe (s, Up) € um ponto singular da superficie

Up = —

Fiy.5) (S U) = y(s) +uD(s),
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entaoN(sp, Up) = 0.

Portanto,%(so,uo) X Z—E(SO’ Up) =0= — <1+ Uo (%)l(so)) n(s) =0
1
(%)
-1
——~7(%0)-
(%)
oF

Entdo, como visto ante 0—F><— (So,Up) =— | 1+u <£>/( ) ) n(s0)

Substituindo, encontramos

T\/ .
Logo, 1+ up (E) (s0) =0, ou sejaup = —

T\/
Suponha agora qL(eE> (s0) #0 eup =

(5 <) ) = 1—&(&»(%)'(&» n(s0) = (1~ 1)n(s) =0
K

Portantosp, up) € um ponto singular dE(yﬁ).
|

T/ ~ : . .
Os pontos da curvaem q4%> = 0 sdo conhecidos conpmntos helicoidaisEm tais pontos

a indicatriz de Darboux da curva possui singularidadedpcore pode ser visto em|[9] e [11].

A proposigéo a seguir nos da umarelacao entre a superfiifieaee! desenvolvivel e a hélice

generalizada.

Proposic&o 11 Seja uma curvy : | — R3 parametrizada pelo comprimento de arco ceis) # 0.

Sao equivalentes:

(a) A retificavel desenvolviveUff,) -1 x R — R3 dey é uma superficie ndo-singular.
(b) y € uma hélice generalizada.

(c) A retificavel desenvolvive[f,j) dey é uma superficie cilindrica.

Demonstracéo (a) = (b) Pela Proposigé@OF(%f)) € nao-singular em qualquer ponto de

T\’ (T ] 3 . .
| xR < <E) (s)=0. Assm,(;) (s) é constante e, dessa fornyas uma hélice generalizada.

¢

(b) = (c) Devemos mostrar que x D’ = 0.

" ] . : T ] /TN
Por hipdtesey é uma hélice generalizada. Log(o@ (s) € constante, ou seé,;) (s)=0.
Assim,D’(s) = 0= D x D' = 0. Logo, F é cilindrica.

(c) = (a) ComoF, 5, é uma superficie cilindrica, tem@sx D’ = 0. Devemos mostrar que

)'(s):o.

Temos:
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0.

() ore+09) x () o109

Logo, (%) (s) (%)/ (s)t(s) x t(s) + (%)l (s)b(s) xt(s)=0, ou seja,(%)l(s) =0.
Assim,F é ndo-singular.

No capitulo 2, encontramos a expressdo para a curvaturaigaasde uma superficie re-
grada em geral. Veremos agora que a curvatura gaussiangedice retificavel desenvolvivel
nao-singular se anula.

De fato,F, 5)(s,u) = ¥(s) + uD(s) comD(s) = (%) ()t(s) +b(s).

Pelo célculo da curvatura gaussiana para uma superficedagemos

N N 2 _ ’
K(s,u) = — (det(y(i)é[i(?é; () . Ja sabemos qu/(s) = (%) (s)t(s).
Assim,
K(s.u) = _ (detly/(s), () (9t(s) +b(9), () (9)t(s)))* _ (det(y'(s),b(s), () (9t(s))?
y Y — (EG— F2)2 - (EG—FZ)Z .

/Ty - C o - -
Logo,K(s,u) =0, pois <E) (s)=0ja quer, 5y € nao-singular. Isto significa qaesuperficie
retificavel desenvolvivel € uma superficie desenvolvivel.

3.2 Superficie normal principal
Outra superficie regrada importante é definida a seguir.

Definicdo 9 A superficie regrada ;) (s,u) = y(s) +un(s) € chamada a superficie normal principal
dey.

Veremos queg € uma curva assintotica g, ), ou seja, uma curva tal que a curvatura normal
deF se anula na direcdo das retas tangentes a

Temos entdo que mostrar qyé- N = 0.

oF oF - o
Vamos calcularﬁ—s(s, u)e %(s, u) para a superficie normal principal.

—<(sw) = Y(s)+un'(s) =t(s) +u(—k(9)t(s) + 1(s)b(s))
= t(s) —uk(s)t(s) +ut(s)b(s) = (1—uk(s))t(s) +ut(s)b(s).

oF
%(s,u) =n(s).
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Figura 3.2: Superficie normal principal da hélice circular

JoF OF
" S=x =) =kn-((—un)t+(1—uk)b) =0.
/(e ) = kn-(-unt (1K

Logo a curvatura normad, € zero na direcdo das tangenteg/de que significa qug¢ € uma
curva assintética da superficie normal principal.

Agora, considere a superficie normal princifg) (s,u) de uma curva parametrizada pelo
comprimento de arcg(s) comk(s) # 0. Como vimos

oF OF

T (1—uk(s))b(s) — 1(s)ut(s).

) : . 1
Dessa formagsy, Up) € um ponto singular dg, ) se, e SO se;(sp) =0 eup = &

Portanto, os pontos singulares da superficie normal pahccorrem sa(sy) = 0 e estéo
nos centros de curvatura da cunaNo caso em qug é uma curva de Bertrand, temos 0 seguinte

resultado.

Proposicdo 12Sejay : | — R3 uma curva de Bertrand. A superficie normal principg) ki tem um
ponto singular se, e somente g& uma curva plana. Neste caso, a imagem ¢ um plano em
R3.

DemonstracdoSuponha qué& tenha um ponto singular. Entdo, exisge | tal quet(sg) = 0.
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Pela Proposicéld 4 do Capitulo 1, se existe um peptol tal quet(sp) = 0, entdoy € uma
curva plana e consequentemeRtg, € um plano.
1

K(s0)
Entéo, pelo que vimo&s, Up) € um ponto singular dg, ). [

Por outro lado, s¢ € uma curva plana;(s) = 0, para todcs € |. Agora, tomeug =

SejaFy,5) uma superficie regrada coffid(t)|| = 1. Analisaremos a seguir a curvatura gaussi-
ana deF(yﬁ) e a curvatura media dg,, ).

(detly (1), 8(t),8'(1))?

A curvatura gaussiana @, s5) € dada poK(t,u) = — (EG_F27?

e a curvatura média d,, 5) € dada por

Htu) = —2(y'(1)-3(t)) detly (t), 8(t), 8'(t)) +detly"(t) +ud"(t), y'(t) +ud'(t), 4(t))
’ 2(EG—F2)?

Aqui, E = E(t,u) = ||V (t) +ud' (t)||?, F = F(t,u) = y/(1).8(t), G= G(t,u) = 1.

Pelas equacdes anteriores, temosKj(gu) = 0 paraF, 5 €

—2(t(s).n(s)) dett(s),n(s),n’(s)) +dett'(s) +un”(s),t(s) +un’(s),n(s))

Hisw= 2(EG—F2)3 ’
paraF(%n).
Logo / / /
H(s,u) = u(T(s) + U((’;(;)_T(,:Si)_g T(9K(s) para Fyn). (3.2)

Portanto, pard, ), temosH (s,u) = 0 se, e S0 sej = 0 ouT'(s) = u(t'(s)K(S) — T()K'(3)).
Assim,a curvatura média sempre se anula ao longoyde

Pela expressad (3.2 (s,u) = 0 se, e somente s@,= 0 ou T/ = u(T’k — TK’). Se existe
um pontosy € | tal quet’(so)k (o) — T(S0)k’(S0) = 0, entéoH (sp,ug) = 0 para algumug # 0 se, e
somente ser’(sp) = 0. Neste caso, como(sy) # 0 (estamos considerando os pontos regulares de
Fiy.n), entdok’(sp) = 0 também. AssimH (sp,u) = 0, para todau.

PortantoH (so,Up) = O para algumug # O se, e somente se,

T'(s0) = k'(sp) =0 ouup = 7%

Set'(s9) 0 et'(s0)k(S0) — K'(S0)T(S0) # O, entdoH (sp, u) # 0, para todau # 0.

Dizemos quey € olugar minimo de F, 5 se a curvatura média H de f=) se anula ao longo

Motivados pela definicdo acima, temos a proposi¢ao que segue
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Proposicédo 13Sejay uma curva de Bertrand g o par de Bertrand dg. Entdoy é o lugar minimo
da superficie normal principal dg

DemonstracaoPelo Corolarid 2, s € um par de Bertrand de entédo existe um namero realtal
queA(T'(s)k(s) — T(s)k’(s)) — T'(s) = 0 e y(s) = y(s) + An(s).

Assim, pela expresséo (8.2(y(s)) = 0.

Portantoyy é o lugar minimo da superficie normal principalyde n

3.3 Algumas caracterizacdes de superficies regradas

Como vimos antes, a curyaé uma geodésica da superficie retificavel desenvolvivela um
curva assintotica da superficie normal principald® resultado a seguir € conhecido como teorema
de Bonnet para superficies regradas ndo-cilindricas eeopara superficies regradas em geral.

Proposicao 14 Seja f, 5)(s,u) = y(s) + ud(s) uma superficie regrada coffd(s)|| = 1. Sejao(s) =
y(s)+u(s)d(s) umacurvaem f 5), onde s € o comprimento de arcodés). Considere as seguintes
condicoes:

(@) a(s) € uma linha de estricgao de f);
(b) o(s) € uma geodésica def);
(c) os angulos entre’(s) e 4(s) sdo constantes.

Se assumimos que duas das condi¢cfes anteriores valem gergstante vale.

DemonstracaoObserve que as condi¢cdé, (b) e (c) do teorema acima sdo equivalentes as condi-
cbes(a)’, (b)’ e(c)’ citadas a seguir:

(@) d’(s)-9d'(s) =0.
(b) d”(s)-0(s) =0.
(c) d'(s)- &(s) = constante

De fato, a equivaléncia ent(a) e (a)’ acontece pela prépria definicdo de linha de estricgéo.
: A JoF OF .
Vejamos a equivaléncia ent(b) e (b)'. Como% X F e (t+ud’) x &, temos queN é
perpendicular &. Por outro ladog € uma geodésica d&, 5) < n € paralelo a, onden € o vetor

normal deg.

o’ =kn, u > , 0 que é equiv ,ou
Comoa” n, temos ques” é paralelo &\, o que é e alentea@” ser ortogonal &, o
seja,d”-0 =0.

Assim, (b) é equivalente &)’.

Por fim,(c) < (c)’ também acontece por defini¢ao.
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Assumimos que valerta)’ e (b)’. Para mostrar que’(s) - 4(s) = constante, vamos mostrar
que(a’(s)- d(s))’ =0.

De fato,(0’(s) - d(s)) = a”(s) - d(s)+ 0'(s) - &'(s) =0+ 0=0.

Assumimos agora que vale@)’ e (c)'.

Temos quer’(s) - &(s) = constante= (g’(s) - 0(s))' =0=a"(s)-d(s)+d’(s)-d'(s) =0=
0"(s)-0(s)+0=0= 0"(s)-d(s) =0.

Por fim, assumimos que valgiim)’ e (c)’. Novamente,

a’(s) - 6(s) = constante= (ad’(s)- 3(s)) =0=a”(s)- d(s) + ad'(s)- &'(s) =0

=0+ 0'(s)-8'(s)=0=0d'(s)-d'(s) =0. m

Como consequéncia temos o corolario que segue.

Corolario 4 Suponha que existam duas geodésicas disjunias (i = 1,2) em uma superficie re-
grada Ry 5)(s,u) = y(s) +ud(s) tal que os angulos entre;(s) e 4(s) sdo constantes. Entdo a
superficie regrada 5 (s,u) € uma superficie cilindrica e ambag(s) séo hélices generalizadas.
Ainda, a direcéo dé(s) é igual & diregédo do vetor de Darboux dg(s).

Demonstragé@oPela Proposicdo 147 (s) e g2(s) séo linhas de estriccao &g, 5).-

Se o pontdF, 5 (s,u) € ndo-cilindrico, entad(s) = 0z(s), pela unicidade da linha de es-
triccdo, o que ndo pode acontecer, pois por hipotese tenoolegieas disjuntas. Assim, a superficie
regrada € uma superficie cilindrica. Portant@’ |= 0, o que significa qué®’ = 0 e assimd é
constante.

Por hipétese os angulos entg(s) e d(s) sdo constantes e condgs) é constante, temos a
definicdo de hélice generalizada atendida pafa) e o»(S).

Sendod a dire¢do constante dada na definicdo de hélice generglteauas pelo que foi visto
no capitulo 1 qué é a direcao de Darboux.

O corolario anterior da uma caracterizacédo de superfidiesliccas pela existéncia de geo-
désicas com propriedades especiais. Mais especificamengesuperficie cilindrica é a retificavel
desenvolvivel de uma hélice generalizada que é uma geaddssta superficie.\eremos agora
guando uma superficie regrada é a retificavel desenvoldé/ema curva.

Teorema 3 Seja Fy,5)(s,U) = y(s) + ud(s) uma superficie regrada néo-singular cdf(s)|| = 1.
Sejaa(s) = y(s) +Uu(s)d(s) uma curva em 5y comk(s) # 0. Entdo as seguintes condi¢bes sdo
equivalentes:

(@) Fy,5) € aretificavel desenvolvivel @gs);

(b) o(s) € uma geodesica dg f5) que € transversal as geratrizes g, k) € uma superficie
desenvolvivel;
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(c) o(s) € uma geodésica def5) que € transversal as geratrizes e a curvatura gaussiana de
F(.5) s€ anula ao longo de(s).

Demonstracéo

(@) = (b) Por hipétesé, 5) € a retificavel desenvolvivel ag(s), assim
Fiy.s)(SU) = Fy 5)(S.U) = 0(8) +UD(s) = 0(8) +U((£) (S)t(8) +b(9)) ,

aquit(s) = d’(s).

Vamos supou (s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Entao,

o~ e =0 +u(L) ere =t (1ru(l) o)
T —B(9= (L) (9 +b(s)

‘;—Z X ‘;—E —1(s) (1+u (%)I(s)) < () ((9) +b(9)) = —n(9 (1+u (%)/(s)).

Assim, o vetor normal da superfich(s) é paralelo an(s) o que significa quer(s) € uma
geodésica d&y 5.

Agora, para mostrar que(s) é transversal as geratrizes g 5, basta mostrar quf, 5} é
linearmente independente.

Temoso’(s) = t(s). Assim,t(s) x D(s) = t(s) x ((L) (9)t(s) +b(s)) = —n(s).
Entéo,t(s) x D(s) # 0 = a(s) é transversal s geratrizes.

Por fim, vamos mostrar qug, 5 € desenvolvivel. Para isso, devemos mostrare€0, ou
(deta’(s),D(s),D'(s)))?

(EG—F2)? =0

seja,K(s,u) = —

Observe que
(deta’(s),D(s),D'(s)))?
(EG—F?2)2
Temos que déo’(s), 5(5), 5’(5)) = deft(s), (£)(S)t(s)+b(s), (x)'(s)t(s)) = 0.

K(s,u) = — =0« det(0’(s),D(s),D'(s)) = 0.

Assim,K = 0 e, portantoF, 5) € uma superficie desenvolvivel.

(b) = (c) Por hipotesef, 5y € uma superficie desenvolvivel, assim a curvatura gawsdi@n
F(y.5) Se anula ao longo de(s).

(c) = (a) Como por hipétese (s) é transversal as geratrizes, podemos toa(@ como a
curva base, isto €1 = y.

Comoy(s) € geodésica dg, ), 0 vetor normah de y(s) € paralelo ao vetor norm&l de
Fv.s)-
(v.9)

Logo, o plano tangente d&, ), coincide com o plano retificante geemy(s).
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Além disso, coma) é ortogonal a\ (poisN = (y +ud’) x ), segue que esta no plano
retificante.

Entdod(s) = A (s)t(s) + 1(s)b(s), ondet(s) = y/(s) e b(s) é o vetor binormal dg.
Temos que mostrar que= mD.

Derivando a expressao detemos

o'(s) = A’ (S)t(8)+)\( (s) + ' (s)b(s) + u(s)b'(s)
(

Entao

det(y/(s), 6(s),8'(s)) = det(t(s),A(s)t(s) + H(s)b(s), A'(S)t(s) + K ()b(S) + (A(S)K(S) —
H(S)T(8)N(S)) = —H(S)(A(S)K(S) — H(S)T(S)).
ComoK(s,u) = 0« det(y(s),d(s),d'(s)) = 0, temos que

0 que significa quel(s) =0 oupu(s)T(s) —A(S)k(s) = 0.

Se existir um pontagg tal quep(so) = 0, entdod (o) = A (So)t(S0), 0 que é absurdo, ja qie
€ transversal as geratrizes.

Assim,l(s)T(s) — A (S)k(s) =0, ou sejau(S)T(s) = A(S)K(S).
Logo

6(s) = A(St(s) + H(s)b(s)

— A(St(s)+ (?(’S()(S> b(s)
= A (19 + (g) (9b(s)) =A(s)D

Portantof,, 5) € a superficie retificavel desenvolvivel d¢s).

Como consequéncia, temos a seguinte caracterizacao déicepeilindricas.

Corolario 5 Suponha que [ 5 € uma superficie desenvolvivel ndo-singular. Se existehéinze
generalizada com curvatura ndo-nula em 5 que € uma geodésica de k), entédo F, 5) € uma
superficie cilindrica.

DemonstragdoComoa(s) é geodésica dE, 5), que € transversal as geratrizEsq ndo-singular) e
F(.5) € desenvolvivel, segue do Teoreha 3 Byg) € a retificavel desenvolvivel dg(s). Comoy €
uma helice generalizada, segue da Propogicho 1Egyee uma superficie cilindrica. [
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Aqui temos outra caracterizacéo de superficies cilindrica

Corolario 6 Seja F,5)(s,u) = y(s) +ud(s) uma superficie regrada nédo-singular. Se existe uma
geodesica planar de(f5) com curvatura nao-nula que € perpendicular as geratrizesjaaiquer
ponto, entéo f;, 5 € uma superficie cilindrica.

DemonstracaoPelas formulas de Frenet-Serret, uma geodésica planar énimaae curvatura.
De fato, temos que o vetor normal da superficie é paralel@to mormal da curva.
n'(s) = —k(s)t(s) + 1(s)b(s) e do fato que (s) = 0, temos quen’(s) = —k (S)t(s).
Logo,N'(s) = —k(s)d’(s), ou sejao(s) é linha de curvatura.

Comoo ¢é linha de curvaturag’ é direcdo principal. Da hip6tese da geodésica ser perpendi-
cular as geratrizes, segue que em cada ponto a geratriz éragaodprincipal.

Ent&o,dNp(0”) =ki10” edNp(d) = k6. Como a secéo transversalld@a diregdo dé € uma
reta, segue que; = 0. Logo,K = k1k2 = 0. Isto significa que~, 5) € uma superficie desenvolvivel.

Desde que qualquer curva plana é uma hélice generalizaida p¢ao € nula e dessa forma
= 0, segue do Corolarig 5 que é uma superficie cilindrica.

x|~

Vamos agora considerar curvas assintéticas sobre supsriégradas. Para isto, precisaremos
do seguinte lema.

Lema 1l Seja{e;,e;} a base candnica do plano euclidiaf®?. Sejamvy, v, vetores unitarios em

R?. Assuma qué > 0 e a escolhido tal quer; = A (e; + aey). Entdov, = A (e — aey) se, e SO se,
1—a?

V2'91:V1'919V1'V2:W-

DemonstracdoAssumav, = A (e — aey).
Vo-ep=Ae1—0e)-e=A.
Vi-ep=A(e1+0e) e =A.
Assim,vo-€e; = V7 -€y.

Agora,vi-va = A(e1+0ae)-A(er—aep) = A%(1—a?).

1
Observe ques = A (€1 +ae;) = V1| = A |?]|(er + ae)||* = A% = ..
Entdo\vq-v —1_02
AR

Para a reciproca, considere= (X1,Yy1) €Va = (X2,¥2).
Comovi = A(e;+aey), temos(xy,y1) =A((1,0)+a(0,1)) =x1 =A ey; = Aq.

Dev,-e; =v7-eq, temos
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(Xz,yz).(l, 0) = (Xl,y]_).(l, 0) = X2 = A.
. a2

15 o2 EMos(xy1).02.¥2) = =

Dessa formay, = (A,—Aa) =A (e —aey). ]

E devy vy =

Consideraremos a partir de agora uma superficie regfgdg(s,u) = y(s) + ud(s) nao-
singular emy(s). Se a curvatura gaussiana € negativa ao longg(sle entdo ha duas diregbes
principais diferentes; (s), ex(s) ao longo dey(s) com curvaturas principals (s), ko(s), respectiva-
mente. Podemos assumg(s)|| = 1.

Temos a seguinte proposicao.

Proposicdo 15Sob a situagéo descrita, temos qyés) € uma curva assintotica se, e so se,
ki(s) +ka(s)
S).e1(S) = 9(s)-e1(s) ey(s)-0(s) = —————=.
V(9)-e1(8) = (9 -ex(s) ey (989 = - S 5 g
DemonstracdoComoK < 0, K1 e k2 tém sinais opostos, considere entao dois vetores tangentes

Fiv.s) @my(s) dados pows = ey(s) + ‘E—gexs) F

SejaN o vetor unitario normal d&, 5y emy(s).

—~
«

Assim,—dN(e;) = kie; e —dN(ep) = koey. Temos

—dN(v1) -vi = —dN(e(s) +/ - = €(s

ki(S) )
—dN(V2) - Vo = —dN(ey(s) — m ke(s) 2
c

Assim,v; eV, fornecem dlrEQOGS assintoticas QfB ja que a curvatura normal é zero.

r\7)\_r3\_
—~
\‘_”/

j

Como por hipétese a curvatura gaussiana é negativg 8ntemos queé= possui exatamente
duas dire¢es assintéticas, conforme [2].

Assim, comod(s) da uma dire¢do assintética, podemos assumir que

ki(s 1
5(9) = A(9)(@x(s) + 1| — XY ey(s)) em quer (s) = -
ka(s) 1_ k(s
ka(s)
. k]_(S) - 1—02_k2-|—k1
Sea = _kz(s)’ entaol_‘_a2 = Ko ke

Por hipétesey é curva assintética, assighda uma direcdo assintética e entdo podemos es-
crevery (s) = A(s)(ew(s) —a(s)ey).
Utilizando o lema anterior, temos qyés) € uma curva assintética se, e s686€s) - €1(s) =
k(s) +ka(s)
o(s e =z
(5 e ey(9:38)= 0 s g

O corolario a seguir € analogo ao teorema de Bonnet sobrégiead em superficies regradas.
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Corolario 7 Seja Fy, 5)(s,u) = y(s) +ud(s) uma superficie regrada ndo-singular gr(s). Assuma
quey(s) € uma curva assintética de S5 e denote poriKs) com i= 1,2 as duas curvaturas principais
diferentes eny(s). Entdo as seguintes condi¢fes sédo equivalentes:

(a) o angulo entrg/(s) e &(s) é constante;

(b) (t—;) (s) é constante.

~ k1 ; ) :
Demonstracao(a) = (b) Notemos que mostrar q ek— (s) é constante é equivalente mostrar que
2

/
(%) (s) =0, ou ainda qué; (s)ka(s) — k1(s)k5(s) = 0.
2
Pela Proposicalo 15, temos qués) - 3(s) = . Por hipotesey/(s).d(s) é cons-
2

tante; assinjy/(s).d(s))’ = 0.

Entéo(%) — 0= K,(S)ka(S) — ka(S)Kh(S) = O .

Portanto,(%) (s) é constante.
2
" kl) . <k1)’ <k1(8>+k2(5))'
b) = (a) Por hipétese| — | (s) é constantes>> [ — | (5)=0= (———F= | =0=
()= (@) Por ipstese ) 9 ) ¥ fo(s) ka9
(y-98)=0=y -0 é constante. ]

Vimos anteriormente que a curvatura média da superficimalgorincipal se anula ao longo
de y; além disso, vimos também qyee uma curva assintética de, . Veremos a seguir que a
reciproca é também verdadeira. Chamaremaside assintética minimama curva assintotica cuja
curvatura média se anula ao longo dela.

Teorema 4 Seja fy, 5)(s,u) = y(s) +ud(s) uma superficie regrada@(s) uma curva emf; 5). Entéo
as seguintes condi¢cfes sdo equivalentes.

(@) Fy,5) € a superficie normal principal deg(s).

(b) A curvao(s) € uma curva assintética minima dg k) que € transversal as geratrizes.

Demonstracao(a) = (b) ja foi mostrado na se¢éo 3.2.

(b) = (a) Comoo é uma curva assintética minima, temos que a curvatura médiawa ao
longo deo. Assim,H = k1 + k> = 0.

Pela Proposi¢do 15, temos

Ki+Kz2
K2 — K1

V5=

0=y -5=0.

Assim,y e d sdo ortogonais.
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Da hipotese de ser uma curva assintotica, temos @ué paralelo a dire¢do normal principal
deo. Entdod = n, o que significa qu€&, 5) € a superficie normal principal ¢g(s).

Temos agora uma caracterizacao de helicoides.

Proposicao 16 Seja fy, 5)(s,u) = y(s) +ud(s) uma superficie regrada ndo-singular. Se existem trés
curvas assintoticas minimas disjuntas efsf; que sao transversais as geratrizes, entgosi-€ um
helicoide. Neste caso, curvas assintdticas minimas qudraéeversais as geratrizes sao hélices
circulares.

Demonstracéo

Pelos célculos feitos no capitulo 2 para encontrar a cuivatédia de uma superficie regrada
em geral, temos

—2(y'(s)-6(9)) dety (), 6(s), 8'(s)) +dey’(s) +u(s)3"(s), ' (s) +u(s)d'(s), &(s))

Hisw= 2(EG—F?)?

Podemos reescrever essa expresséo como segue

_ u2de(d",&,3) +uldety”, &', 5) +det(5", v, 5)] + dety’.y, 5) — 2(y.5) det(y, 5, 5')

sy 2(EG-F?)?

Observamos que a curvatura média € uma funcao quadratica de

Sejamoi(s), 02(s) e 03(s) as curvas assintéticas minimas disjuntas dadas na hipdese
defini¢cdo, a curvatura média se anula ens), 0»(s) e 03(s). Sendo assim, temos trés valores que
anulam uma fungdo quadratica, o que significalue 0 emF, 5). PortantoF, 5) € uma superficie
minima.

Por um resultado classico conhecido [4], temos que a sujgemfigrada minima € um helicoide
ou um plano.

Neste caso, cada curva assintGtica minima transversatatsiges € uma hélice circular.
u

ObservagdoSejao(s) = y(s) + u(s)d(s) uma curva enf, 5. Suponha qué, 5) € ndo-
singular emo(s). Assim,o(s) é transversal as geratrizes.

Dessa formag’(s) = y/(s) + u(s)d’(s) + U'(s)d(s) = Fs(s,u(s)) + U (s)Fu(s,u(s)).
Assim,o(s) é uma curva assintética se, e so se,

det(y”(s) +u(s)3”(s), V' (s) +u(s)3'(s), 5(s)) + 2detd'(s), ¥ (s), 5(s))u'(s) = 0.



54

De fato,o(s) € uma curva assintética se, e somenteg$e N = 0, ondeN é o vetor normal
deF,s). Temos que

a’(s) = Y'(s)+U(s)d'(s)+u(s)d"(s) +U"(s)(s) + U (5)'(9)
= y'(s)+u(s)d"(s) +2u'(s)d'(s) + U"(s)(s).

Entéo
(V'(8) +u(s)0"(s) +2U(s)8'(s) +U"(5)3(s)) - (Y (5) +-U(5)d'(s) x 8(8)) = 0
< det(y’(s) +u(s)0”(s) +2u'(s)d'(s) + U’ (s)d(s), Y (s) + u(s)d'(s),0(s)) =0
< dety’(s)+u(s)d"(s), Y (s) + u(s)d'(s),0(s)) +2defd’(s), Y (s),d(s))u'(s) = 0.

Sob a afirmacéo quié(s,u(s)) < 0 e pelo visto na Proposi¢@d 8 do CapitulaoZs) € uma
curva assintética minima se, e s08¢s) = —9(S) - Y/(S).

Teorema 5 Seja Fy5)(s,u) = y(s) + ud(s) uma superficie regrada nao-singular. Se existem duas
curvas assintéticas minimas disjuntas g4y que sao transversais as geratrizes, entdo estas curvas
sdo uma curva de Bertrand e seu par.

Demonstracao

Sejaoi(s) = y(s) + ui(S)d(s) e 02(S) = y(S) + Ux(S)d(S) curvas assintéticas minimas trans-
versais as geratrizes.

Pelo Teoremal4, 5) € a superficie normal principal ag(s).

Pela observacéo anteriok,(s) = —9(s) - Y (s) euy(s) = —3(s) - Y (s). Assim,(ug —up)’(s) =
0. Portanto, existe uma constadtéal queus (S) — up(S) = A= uy(S) = Ux(S) + A.

Ent&o,01(s) — 02(s) = Ad(S) = 01(S) = 02(S) + Ad(9).

Sejas o parametro comprimento de arcodgs). Assim,d(s) pode ser considerado o vetor
normal unitario degz(s). Logo, Fy, 5) = Fig,n) = 02(S) +Vn(s).

Vamos encontrar a expressao da curvatura nfégia, .

—2(03-d)det(05,0,0’) +det 0 +ud”, a5+ ud’,d)
H(o,.6) = ~ :
2(EG—F?)2

Portanto, usando as equacgodes de Frenet

VT +V2K'T —V2T'K
(0276) - 3 :
2(EG—-F?)2
Comoos é assintdtica minima, a curvatura médiardse anula ao longo de,.

Logo, 0= vr’' +Vv?k’T —V?T'k, ou sejay(T'k — K'T) — T/ = 0.

Assim, usando o corolarid 3, temos qmeé uma curva de Bertrand com seu par.



CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos hélices generalizadas e curestiand.

No Capitulo 1 encontramos as definicdes de hélice generalizada, cunisrttand e vetor
de Darboux, importantes para o desenvolvimento das segbssquentes. Destacamos os resultados
obtidos nos Teoremas 1k 2 que estabelecem, respectivameateda hélice generalizada pode ser
construida a partir de uma curva plana e que toda curva deaBérpode ser obtida de uma curva
esférica.

Dedicamos dCapitulo 2 ao estudo da teoria classica das superficies regradas.

No Capitulo 3 reunimos a teoria estudada nos capitulos anteriores ertadssique rela-
cionam duas superficies regradas em particular, a suigeréiificavel desenvolvivel e a superficie
normal principal, com as hélices generalizadas e as cue/Bedrand, respectivamente.

As principais contribuicées deste trabalho sdo dadas pefaoBicad 2, em que demos uma
demonstracao alternativa e na obtencéo da evoluta esfiericaa curva na esfera como envelope de
uma familia de grandes circulos normais a curva.

Para trabalhos futuros, destaca-se a possibilidade ddatas propriedades genéricas destas
curvas como aplicacdo da teoria das singularidades a cplvaas e esféricas.
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