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O presente trabalho destina-se a um estudo sobre hélices e curvas de Bertrand. Umahélice circular

é caracterizada por ter curvaturaκ 6= 0 e torçãoτ constantes. Se a razão
τ
κ

for constante, a curva

é chamadahélice generalizada. Uma curvaγ : I −→ R
3 é chamadacurva de Bertrandse existe

uma outra curvaγ : I −→ R
3 tal que as retas normais deγ e γ em s∈ I são iguais. Tanto a hélice

generalizada como a curva de Bertrand podem ser vistas como generalizações da hélice circular. Neste

trabalho, além de obtermos importantes caracterizações destas curvas, realizamos também um estudo

destas do ponto de vista da teoria de curvas em superfícies regradas.

Palavras-chave:Hélices. Curvas de Bertrand. Superfícies Regradas.
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This work is designed to study helices and Bertrand curves. Acircular helix is characterized by

having constant curvatureκ 6= 0 and constant torsionτ. If the ratio
τ
κ

is constant, the curve is called

generalized helix. A curveγ : I −→R
3 is called aBertrand curveif there is another curveγ : I −→R

3

such that the normal lines ofγ andγ at s∈ I are equal. Generalized helices and Bertrand curves can

be viewed as generalizations of the circular helix. In this work, we obtain important characterizations

of these curves. Besides, we also study these curves from theview point of the theory of curves on

ruled surfaces.

Keywords: Helices. Bertrand Curves. Ruled Surfaces.
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INTRODUÇÃO

Este trabalho visa um estudo sobre hélices e curvas de Bertrand.

Um dos problemas importantes em geometria diferencial de curvas no espaço é a caracteriza-

ção de uma curva regular. A curvaturaκ e a torçãoτ desempenham um papel efetivo nesta carac-

terização. Umahélice circularé caracterizada por ter curvaturaκ 6= 0 e torçãoτ constantes. Se a

razão
τ
κ

for constante, a curva é chamadahélice generalizada. Tal condição é equivalente aos vetores

tangentes fazerem um ângulo constante com uma direção fixa. Existem muitas aplicações interessan-

tes de hélices, sendo que as estruturas helicoidais surgem,por exemplo, em nanomolas, nanotubos de

carbono, na forma da hélice dupla do DNA, em escadas helicoidais, entre outras [12].

Outra abordagem para o problema de caracterização de curvasé considerar a relação entre os

vetores do referencial de Frenet de curvas, como é o caso dascurvas de Bertrand. Estas curvas foram

descobertas por J. Bertrand em 1850 e constituem um importante tópico da geometria clássica de

curvas. Uma curvaγ : I −→R
3 é chamada de Bertrand se existe uma outra curvaγ : I −→R

3 tal que as

retas normais deγ eγ ems∈ I são iguais. Neste casoγ é chamadapar de Bertranddeγ. Mostraremos

na Proposição 3 que a curva é de Bertrand se e somente se existem números reais não-nulosA eB tais

queAκ +Bτ = 1, para todos∈ I , ondeκ e τ são a curvatura e a torção, respectivamente, deγ. Com

isto, pode-se mostrar que as curvas de Bertrand também são uma generalização das hélices circulares.

O estudo de hélices e curvas de Bertrand também será feito do ponto de vista de curvas sobre

superfícies regradas.

No capítulo 1 será feito inicialmente um breve apanhado da teoria local das curvas no espaço

e, após, dedicaremos as seções subsequentes ao estudo das hélices generalizadas e das curvas de

Bertrand. Destacamos os resultados obtidos nos Teoremas 1 e2 que estabelecem, respectivamente,

que toda hélice generalizada pode ser construída a partir deuma curva plana e que toda curva de

Bertrand pode ser obtida de uma curva esférica. Na última seção estudamos o conceito de envelope

de uma família de funções para obter uma importante caracterização da indicatriz de Darboux de uma

curva de Bertrand.

O capítulo 2 será dedicado à teoria clássica de superfícies regradas. O interesse pelo tema tem

reaparecido recentemente devido suas aplicações em diferentes áreas que vão desde Geometria Di-

ferencial Projetiva, Computação Gráfica a Desenho Industrial, dentre outras. Neste capítulo faremos

um apanhado dos principais resultados sobre superfícies regradas. As referências utilizadas são [2]

e [3]. Dentre as superfícies regradas, destacamos duas categorias que merecem atenção especial: as
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superfícies cilíndricas e as superfícies desenvolvíveis.

No capítulo 3 estudaremos hélices generalizadas e curvas deBertrand como curvas em super-

fícies regradas, tendo como base [7]. Para isto, dividimos ocapítulo em três seções. Na primeira

seção faremos um estudo sobre a superfície retificável desenvolvível, destacando as condições para

que ocorra pontos singulares e relacionando esta com a hélice generalizada. Na segunda seção estuda-

remos a superfície normal principal, seus pontos regulares, bem como encontraremos condições para

que a curvatura se anule. O desfecho do capítulo encontra-sena terceira seção, na qual são apresen-

tados resultados que relacionam as hélices generalizadas com a superfície retificável desenvolvível e

as curvas de Bertrand com a superfície normal principal. Chamamos atenção para a caracterização de

helicóides obtida pela Proposição 16.



Capítulo 1

CURVAS ESPECIAIS

Este capítulo é dedicado ao estudo das hélices generalizadas e das curvas de Bertrand. Estas

curvas são uma generalização da clássica hélice circular.

Os principais resultados obtidos são dados pelo Teorema queestabelece que toda hélice ge-

neralizada pode ser construída a partir de uma curva plana e pelo Teorema que estabelece que toda

curva de Bertrand pode ser obtida de uma curva esférica.

Além disto, na seção 1.4, obtemos uma importante caracterização da indicatriz de Darboux de

uma curva de Bertrand.

As principais referências utilizadas aqui são [2], [5], [7], [8] e [13].

1.1 Curvas no Espaço

Nesta seção fazemos um breve estudo da teoria local de curvasno espaço e estabelecemos

fórmulas para o cálculo da curvatura e torção que serão utilizadas no decorrer do trabalho.

Dizemos que uma curva parametrizada diferenciável deR
3 é uma aplicação diferenciávelγ,

de classeC∞, de um intervalo abertoI ⊂ R emR
3. Chamamos a variávelt ∈ I de parâmetro da curva

e o subconjunto deR3 formado pelos pontosγ(t), t ∈ I , de traço da curva.

Tomandoγ(t) = (x(t),y(t),z(t)), t ∈ I ⊂ R, uma curva parametrizada diferenciável, o vetor

γ ′(t) = (x′(t),y′(t),z′(t)) é chamado devetor tangentea γ emt ∈ I . A reta tangente à curva regularγ
emt0 ∈ I é a reta que passa porγ(t0) na direção deγ ′(t0).

Dada uma curva regularγ : I −→R
3, o comprimento de arco da curvaγ, det0 a t1, é dado por

∫ t1

t0
‖ γ ′(t) ‖ dt.

A função comprimento de arco deγ a partir det0 é dada por

s(t) =
∫ t

t0
‖ γ ′(r) ‖ dr.
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Uma curva regularγ : I → R
3 é dita parametrizada pelo comprimento de arco se para cada

t0, t1 ∈ I , t0 ≤ t1,

∫ t1

t0
‖ γ ′(t) ‖ dt = t1− t0.

Toda curva regular no espaço admite uma reparametrização pelo parâmetro comprimento de

arco.

Consideraremos aqui uma curvaγ : I → R
3 parametrizada pelo comprimento de arco. A

curvaturadeγ ems∈ I é definida porκ(s) =‖ γ ′′(s) ‖ .

Observe que seγ : I →R
3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,então

‖ γ ′(s) ‖= 1. Assim,γ ′′(s) é ortogonal aγ ′(s). Portanto, para todos∈ I ondeκ(s) 6= 0, podemos

definir um vetor unitário na direção deγ ′′(s) e ortogonal aγ ′(s), dado porn(s) =
γ ′′(s)
κ(s)

. Este vetor é

denominadovetor normala γ emγ(s).

Denotando port(s) o vetor unitárioγ ′(s), temos quet(s) en(s) são vetores ortonormais e

t′(s) = κ(s)n(s).

O vetorb(s) = t(s)×n(s) é denominadovetor binormala γ ems.

O referencial ortonormal{t,n,b} é chamadotriedro de Frenetda curvaγ ems.

Cada dois vetores do triedro de Frenet determinam um plano. Oplano normalà curvaγ em

γ(s) é o plano que contémγ(s) e é normal ao vetort(s). O plano que contémγ(s) e é normal ab(s)

é denominadoplano osculador; por fim, o plano que contémγ(s) e é normal an(s) é chamadoplano

retificanteda curvaγ ems.

n(s)

b(s)

t(s) plano osculador

plano normal

plano retificante

Figura 1.1: Planos retificante, normal e osculador

O número realτ(s) definido porb′(s) =−τ(s)n(s) é denominadotorçãoda curva ems.

Seγ : I → R
3 é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco tal queκ(s)> 0,

para todos∈ I , então o triedro de Frenet da curvaγ em s é um referencial ortonormal deR3 bem
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definido. Dessa forma, podemos obter os vetorest′(s), n′(s) e b′(s) como combinação linear det(s),

n(s) eb(s). Pelo exposto anteriormente, temos que

t′(s) = κ(s)n(s)

b′(s) = −τ(s)n(s).

Vamos obter a expressão paran′(s). Sabemos quen(s) = b(s)× t(s). Derivando,

n′(s) = b′(s)× t(s)+b(s)× t′(s).

Fazendo as substituições, obtemos:

n′(s) =−κ(s)t(s)+ τ(s)b(s).

Resumindo, temos

t′(s) = κ(s)n(s)

n′(s) = −κ(s)t(s)+ τ(s)b(s)

b′(s) = −τ(s)n(s).

que são denominadas equações de Frenet-Serret.

Observamos que nem sempre a curva que estamos trabalhando está parametrizada pelo com-

primento de arco, contudo ainda assim podemos encontrar suacurvatura e torção conforme a propo-

sição a seguir.

Proposição 1 Sejaγ : I →R
3 uma curva regular de parâmetro t eβ : J→R

3 uma reparametrização

de γ pelo comprimento de arco, isto é,β (s(t)) = γ(t), para todo t∈ I. Sejamκ(s) > 0 e τ(s) a

curvatura e a torção deβ em s∈ J, então

κ(s(t)) =
‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖

‖ γ ′(t) ‖3

τ(s(t)) = −(γ ′(t)× γ ′′(t)).γ ′′′(t))
‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖2 .

DemonstraçãoSejas(t) =
∫ t

0
‖ γ ′(r) ‖ dr a função comprimento de arco.

Assim,
ds
dt

=‖ γ ′(t) ‖.

Mas,γ ′(t) =
dγ
ds

ds
dt

= t(s)
ds
dt

. Então,γ ′′(t) = t′(s)
(

ds
dt

)2

+ t(s)
d2s
dt2

.



11

Agora,

γ ′(t)× γ ′′(t) =
(

t(s)
ds
dt

)
×
(

t′(s)
(

ds
dt

)2

+ t(s)
ds2

dt2

)
=

(
ds
dt

)3

(t(s)× t′(s)).

Então

‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖=‖ γ ′(t) ‖3 κ(s(t)).

Portanto,

κ(s(t)) =
‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖

‖ γ ′(t) ‖3 .

Derivandoγ ′′, obtemos:

γ ′′′(t) =
d3s
dt3

t(s)+
d2s
dt2

t′(s)+

(
κ(t)

(
ds
dt

)2
)′

n(s)+
(

ds
dt

)2

n′(s)

γ ′′′(t) =

(
d3s
dt3

−κ2(t)

(
ds
dt

)3
)

t(s)+

(
κ ′(t)

(
ds
dt

)2

+3κ(t)
ds
dt

d2s
dt2

)
n(s)

+ κ(t)τ(t)
(

ds
dt

)3

b(s).

Assim,(γ ′(t)× γ ′′(t)) · γ ′′′(t) =−τ(t)κ2(t)

(
ds
dt

)6

=−τ(t)κ2(t) ‖ γ ′(t) ‖6.

Como‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖2= κ2(t) ‖ γ ′(t) ‖6, então

τ(s(t)) =−(γ ′(t)× γ ′′(t)).γ ′′′(t)
‖ γ ′(t)× γ ′′(t) ‖2 .

1.2 Hélices e Vetor de Darboux

Nesta seção vamos definir a hélice generalizada destacando algumas de suas propriedades.

Também vamos estudar o vetor de Darboux que será importante para o desenvolvimento dos capítulos

posteriores.

Iniciaremos com a clássica definição de hélice circular.

A principal referência utilizada nesta seção foi [5].

Definição 1 Uma curvaγ : I →R
3 é uma hélice circular se a curvaturaκ(s) 6= 0 e a torçãoτ(s) são

constantes.
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Figura 1.2: Hélice Circular

Definição 2 Uma curvaγ : I → R
3 com κ(s) 6= 0 é chamada uma hélice generalizada se a reta

tangente deγ faz um ângulo constante com uma direção fixada.

Figura 1.3: Hélice Generalizada

Vamos agora determinar a direção fixada dada pela definição acima.

Quando um ponto se move ao longo de uma curva emR
3, seu triedro de Frenet,{t,n,b},

transladado paralelamente até a origem, define um movimentorígido chamado Movimento de Frenet.

A cada instante, o triedro de Frenet determina um eixo de rotação. Este é determinado pelo núcleo da

matriz de Frenet.

M(s) =




0 k(s) 0

−k(s) 0 τ(s)
0 −τ(s) 0


 .

Temos quev é uma direção fixa seM(s)v = λv.

Considerando o polinômio característico, temos

det(M(s)−λ I) = 0⇒ λ = 0 eλ =
√
−τ2(s)−κ2(s).

Como estamos interessados na direção que é mantida fixa, devemos considerar apenas o au-

tovalor real, ou seja,λ = 0. Assim, o vetorD(s) = τ(s)t(s)+ κ(s)b(s) é um autovetor relativo ao

autovalor considerado. Este vetor é chamado devetor de Darboux. O vetor unitáriod =
D

‖ D ‖ des-

creve uma curva na esfera chamadaindicatriz de Darboux.
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O vetor D̃(s) =
( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s), que está no núcleo deM(s) e é múltiplo deD(s), será

chamadovetor de Darboux modificadoe será útil posteriormente.

Agora, sendoa a direção fixada, temos que

γ ′ ·a= constante⇒ γ ′′ ·a= 0 ⇒ κn ·a= 0 ⇒ a é ortogonal an paraκ 6= 0.

Assim,a= λ t+µb e λ 2+µ2 = 1.

Ainda,γ ′′′ ·a= 0 ⇒ (κ ′n+κn′) ·a= 0

⇒ (κ ′n+κ(−κ t+ τb)) · (λ t+µb) = 0 ⇒−κ2λ +κτµ = 0

⇒ a=
τt+κb√
(τ2+κ2)

.

Portanto,
D

‖D‖ é a direção fixa da hélice generalizada.

A proposição a seguir nos dá uma caracterização da hélice generalizada em função da curva-

tura e torção.

Proposição 2 Uma curvaγ(s) com curvatura não-nula é uma hélice generalizada se, e somente se,( τ
κ

)
(s) é constante.

DemonstraçãoPrimeiramente, tomandoa=
κb+ τt√
(κ2+ τ2)

, vamos encontrara′.

a′ =
(κ ′b+κb′+ τ ′t+ τt′)(κ2+ τ2)

1
2 − (κb+ τt)1

2(κ
2+ τ2)− 1

2(2κκ ′+2ττ ′)
κ2+ τ2 .

Usando as equações de Frenet,

a′ =
(κ ′b+ τ ′t)(κ2+ τ2)− (κb+ τt)(κκ ′+ ττ ′)

(κ2+ τ2)
3
2

.

Efetuando os cálculos, obtemos

a′ =
κ2τ ′t+ τ2κ ′b−κκ ′τt−κττ ′b

(κ2+ τ2)
3
2

.

Reagrupando os termos de forma conveniente, temos

a′ =
τ(τκ ′−κτ ′)b+κ(κτ ′−κ ′τ)t

(κ2+ τ2)
3
2

. (1.1)

Suponhaγ(s) uma hélice generalizada. Assim,

γ ′ ·a= constante. (1.2)

Derivando 1.2 e usando as equações de Frenet

γ ′′ ·a+ γ ′ ·a′ = 0⇒ κn ·a+ t ·a′ = 0. (1.3)
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Aplicando as expressões dea ea′ em 1.3,

(κn) ·
(

κb+ τt√
(κ2+ τ2)

)
+ t ·

(
τ(τκ ′−κτ ′)b+κ(κτ ′−κ ′τ)t

(κ2+ τ2)
3
2

)
= 0

⇒ t ·
(

κ(κτ ′−κ ′τ)t
(κ2+ τ2)

3
2

)
= 0⇒ κ(κτ ′−κ ′τ)

(κ2+ τ2)
3
2

= 0. (1.4)

Comoκ 6= 0, a expressão 1.4 nos dá:

κτ ′−κ ′τ = 0. (1.5)

Por outro lado, ( τ
κ

)′
=

κτ ′−κ ′τ
κ2 . (1.6)

Usando 1.5 em 1.6, concluímos que

( τ
κ

)′
= 0⇒

( τ
κ

)
= constante.

Suponha, agora,
( τ

κ

)
= constante.

Assim, ( τ
κ

)′
= 0⇒ κτ ′−κ ′τ

κ2 = 0⇒ κτ ′−κ ′τ = 0. (1.7)

Utilizando isto em 1.1, concluímos quea′ = 0.

Então,

γ ′′ ·a+ γ ′ ·a′ = (κn) ·
(

κb+ τt√
(κ2+ τ2)

)
+ t ·0= 0.

Mas,

0= γ ′′ ·a+ γ ′ ·a′ = (γ ′ ·a)′ ⇒ γ ′ ·a= constante.

Portanto,γ é uma hélice generalizada.

Como consequência deste resultado temos que a hélice circular é um caso particular de hélice

generalizada.

Veremos a seguir como uma hélice generalizada pode ser construída a partir de uma curva

plana. A referência utilizada aqui é [5].

Dada uma curva plana regularγ(t) com curvatura não-nula, definimos uma curva no espaço

γ̃(t) = γ(t)+ (cotθ
∫ t

t0
‖γ ′(r)‖dr)a+ c, ondeθ é um número constante ea e c são vetores

constantes comγ ′(t).a= 0 e‖a‖= 1.

No teorema a seguir utilizaremos{t,n,b} para o triedro de Frenet da curva planaγ e{T,N,B}
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para o triedro de Frenet da curva no espaçoγ̃.

Teorema 1 A curvaγ̃ dada acima é uma hélice generalizada. Além disto, todas as hélices generali-

zadas podem ser construídas por este método.

DemonstraçãoProva da 1a afirmação.

Mostremos que
( τ

κ

)
é constante. Assumimosγ(t) uma curva plana parametrizada pelo com-

primento de arco.

Derivandoγ̃ , obtemos

γ̃ ′(t) = γ ′(t)+cotθa.

γ̃ ′′(t) = κp(t)n(t), ondeκp é a curvatura da curva plana.

γ̃ ′′′(t) = κ ′
p(t)n(t)− (κp(t))2t(t).

Também sabemos que

κ(t) =
‖γ̃ ′× γ̃ ′′‖
(γ̃ ′.γ̃ ′)

3
2

e τ(t) =
det(γ̃ ′, γ̃ ′′, γ̃ ′′′)
‖γ̃ ′× γ̃ ′′‖2 .

Efetuando os cálculos, obtemos

κ(t) =| κp(t) | sen2θ e τ(t) = κp(t)cotθ sen2θ .

Assim,
( τ

κ

)
é constante.

Prova da 2a afirmação.

Sejaγ̃ uma hélice generalizada parametrizada pelo comprimento dearco. Neste caso, a ima-

gem esférica de Darbouxd(s) =
D(s)

‖D(s)‖ é constante.

Denotea= d(s) =
τ(s)T(s)+κ(s)B(s)√

τ2(s)+κ2(s)
.

Temos que
( τ

κ

)
(s) = c. Escolhaθ tal que cotθ = c ( senθ > 0).

Considere a curvaγ(s) = γ̃(s)− (γ̃(s) ·a)a.

Entãoγ(s) ·a= 0. Logoγ está no plano normal aa, ou seja,γ é uma curva plana.

Temos quẽγ ′(s) ·a= cosθ e‖γ̃ ′(s)− (γ̃ ′(s) ·a)a‖= senθ .

Segue que

γ(s)+(cotθ
∫ s

0
‖γ ′(r)‖dr)a= γ̃ −cosθas+cotθ senθsa= γ̃.

Como consequência temos o seguinte resultado.

Corolário 1 Uma curva planaγ é um círculo se e somente se as hélices generalizadas correspon-

dentes são hélices circulares.

DemonstraçãoPelos cálculos feitos na demonstração do teorema anterior,temos que a curvaturaκ e

a torçãoτ das hélices generalizadas são dadas por
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κ(t) =| κp(t) | sen2θ e τ(t) = κp(t)cotθ sen2θ .

Vemos que são constantes seκp(t) é constante.

1.3 Curvas de Bertrand

Na seção anterior vimos as hélices generalizadas como uma generalização da hélice circular.

Outra generalização da hélice circular é dada pelas curvas de Bertrand.

Definição 3 Uma curvaγ : I → R
3 comκ(s) 6= 0 é chamada uma curva de Bertrand se existe uma

curva γ : I → R
3 tal que as retas normais principais deγ e γ em s∈ I são iguais. Neste caso,γ é

chamada um par de Bertrand deγ.

Veremos inicialmente que toda curva plana com curvatura não-nula é de Bertrand. Para isto

necessitaremos do conceito de evoluta e involuta de curvas.

Seα(s) é uma curva regular de curvaturaκ 6= 0, a quantidadeρ(s) =
1

| κ(s) | é denominada

raio de curvaturadeα ems. O círculo de raioρ(s) e centro

c(s) = α(s)+
1

κ(s)
n(s)

é denominadocírculo osculadorec(s) é ditocentro de curvatura. A medida que varia o parâmetros,

o centro de curvatura descreve uma curvaβ , aevolutadeα.

Uma involutade uma curva regularβ é uma curva que é ortogonal às retas tangentes deβ .
Portanto, seβ é evoluta deα, entãoα é uma involuta deβ .

Então, seα é uma curva plana, podemos sempre encontrar uma curvaα tal queα e α são

curvas de Bertrand. De fato, seβ é a evoluta deα, então todas as involutasα de β têm a mesma

normal principal deα, pois por definição de involuta, estas curvas interceptam ortogonalmente

qualquer tangente deβ .

Considereγ : I −→R
3 uma curva de Bertrand comγ seu par. Então, por definição,γ pode ser

representada na forma

γ(t) = γ(t)+a(t)n(t)

onden(t) é o vetor normal unitário deγ e | a(t) | é a distância do pontoP deγ ao ponto correspondente

P deγ; a(t) tem sinal positivo se o sentido deP aP é o den(t) e negativo caso contrário.

Vamos provar quea(t) é uma constante.

Sejamse sos parâmetros comprimento de arco deγ e γ, respectivamente.

Comoa é a distância dos pontos correspondentes deγ e γ, a é uma constante se, e só se,
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d
dt
(a2) =

d
dt
[(γ − γ) · (γ − γ)] = 2(γ − γ) · (γ ′− γ ′)

se anula. De fato, a afirmação é válida pois o vetorγ − γ é paralelo à reta normal principal comum,

enquanto os vetoresγ ′ e γ ′ são tangentes aγ e γ, respectivamente, isto é, são ortogonais à normal

principal.

Vamos utilizar o fato anterior para dar uma caracterização de curvas de Bertrand.

Proposição 3 Sejaγ : I → R
3 uma curva no espaço comκ(s) 6= 0. Suponha queτ(s) 6= 0. Entãoγ é

uma curva de Bertrand se, e somente se, existem números reaisnão-nulos A, B tal que

Aκ(s)+Bτ(s) = 1, para todo s∈ I .

DemonstraçãoSuponha queγ é uma curva de Bertrand comγ o par de Bertrand.

Sejamt e t os vetores tangentes unitários aγ e γ, respectivamente. Temos

d
dt
(t · t) = t′ · t+ t · t′. (1.8)

Como os vetorest′ e t′ são paralelos à reta normal principal comum, a expressão 1.8se anula.

Denotando porα o ângulo entre os tangentes nos pontos correspondentes, temos

t · t =‖ t ‖‖ t ‖ cosα = cosα = constante,

Assim,em todos os pontos correspondentes deγ e γ o ângulo entre os vetores tangentes é o

mesmo.

Vamos utilizarsescomo o parâmetro comprimento de arco deγ eγ, respectivamente. Assim,

comoγ é curva de Bertrand,

γ(s) = γ(s)+an(s). (1.9)

Então, usando 1.3 e as equações de Frenet,

cosα = t · t = dγ
ds

ds
ds

· t

=
ds
ds

(t+an′) · t

=
ds
ds

(t · t+a(−κ t+ τb) · t)

=
ds
ds

(1−aκ).

Logo,
ds
ds

(1−aκ) = constante (1.10)
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Por outro lado, temos

‖ t× t ‖=‖ ds
ds

([t+a(−κ t+ τb)]× t) ‖=‖ ds
ds

aτn ‖=‖ ds
ds

aτ ‖ . (1.11)

Também

‖ t× t ‖=‖ t ‖‖ t ‖ senα = 1.1.senα = senα. (1.12)

De 1.3, 1.11 e 1.12, obtemos

aτ
ds
ds

=±senα = constante. (1.13)

Então, de 1.10 e 1.13, temos

ds
ds

(1−aκ)

ds
ds

aτ
=

cosα
senα

=C⇒ 1−aκ
aτ

=C. (1.14)

Fazendo, em 1.14,a= A eC=
B
a

,

1−Aκ
Aτ

=
B
A
⇒ 1−Aκ = Bτ ⇒ Aκ +Bτ = 1.

Agora, seja a curvaγ(s), comsseu parâmetro comprimento de arco. Tomemos a curva

γ(s) = γ(s)+An(s) (1.15)

e mostremos que se

Aκ(s)+Bτ(s) = 1, (1.16)

entãoγ e γ são curvas de Bertrand.

Diferenciando a expressão 1.15 com relação as, obtemos

dγ
ds

= t+An′ = t+A(−κ t+ τb) = t−Aκ t+Aτb = (1−Aκ)t+Aτb.

Em 1.16, tomandoC=
B
A

, ficamos com

1−Aκ =CAτ. (1.17)

Portanto, de 1.3 e 1.17
dγ
ds

= Aτ(Ct+b). (1.18)
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Assim, se a orientação deγ já foi escolhida, o vetor tangente unitário aγ é da forma

t =
Ct+b√
1+C2

(1.19)

Derivando 1.19, obtemos

dt
ds

=
1√

1+C2
(Ct′+b′) =

1√
1+C2

(Cκn− τn) =
1√

1+C2
(Cκ − τ)n.

Observe que este vetor é a derivada do vetor tangente aγ e pertence à normal principal aγ e

esta normal coincide com a normal principal deγ. Portanto,γ e γ são curvas de Bertrand.

Uma consequência direta da Proposição 3 é que as hélices circulares são curvas de Bertrand.

A seguir apresentamos algumas consequências importantes da Proposição 3.

Corolário 2 Sejaγ : I −→ R
3 uma curva no espaço comκ(s) 6= 0 e τ(s) 6= 0. Entãoγ é uma curva

de Bertrand se, e somente se, existe um número real A6= 0 tal que

A(τ ′(s)κ(s)−κ ′(s)τ(s))− τ ′(s) = 0.

DemonstraçãoPela proposição anterior, comoγ é uma curva de Bertrand, existem números reais

não-nulosA eB tais queAκ(s)+Bτ(s) = 1.

Então comoτ(s) 6= 0, B=
1−Aκ(s)

τ(s)
. Ou seja, a expressão

1−Aκ(s)
τ(s)

é uma constante.

Diferenciando, temos

−Aκ ′(s)τ(s)− (1−Aκ(s))τ ′(s)
[τ(s)]2

= 0⇒−Aκ ′(s)τ(s)− τ ′(s)+Aκ(s)τ ′(s) = 0

Assim,A(τ ′(s)κ(s)−κ ′(s)τ(s))− τ ′(s) = 0.

Agora, por hipótese temosA(τ ′(s)κ(s)−κ ′(s)τ(s))− τ ′(s) = 0

Portanto,
A(τ ′(s)κ(s)−κ ′(s)τ(s))− τ ′(s)

[τ(s)]2
= 0, poisτ(s) 6= 0.

Então,

A(τ ′(s)κ(s)−κ ′(s)τ(s))− τ ′(s)
τ(s)2 =

(
1−Aκ(s)

τ(s)

)′
= 0⇒ 1−Aκ(s)

τ(s)
= B⇒ Aκ(s)+Bτ(s) = 1,

comB uma constante real.

Assim, pela proposição anterior,γ é uma curva de Bertrand.

Proposição 4 Seγ é uma curva de Bertrand, ouγ é plana ouτ(s) nunca se anula.

DemonstraçãoSejaγ uma curva de Bertrand comγ o par de Bertrand e sejamt e t os vetores

tangentes unitários deγ e γ, respectivamente.
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Pela demonstração da Proposição 3,

t · t = cosα = constante e ‖ t× t ‖= senα = constante, (1.20)

ondeα é o ângulo formado entre os vetores tangentes.

Sendoso comprimento de arco deγ, temos que

γ(s) = γ(s)+an(s). (1.21)

Derivando 1.21 com relação ao comprimento de arcos deγ, obtemos

dγ
ds

=
dγ
ds

ds
ds

= (γ ′(s)+an′(s))
ds
ds

. (1.22)

Usando as equações de Frenet em 1.22

t = (t+a(−κ t+ τb))
ds
ds

= ((1−aκ)t+aτb)
ds
ds

. (1.23)

Por outro lado, usando 1.23

t× t = ((1−aκ)t+aτb)
ds
ds

× t = aτ
ds
ds

b× t = aτ
ds
ds

n. (1.24)

Assim, como‖ n ‖= 1, de 1.20 obtemos o que segue:

‖ t× t ‖=‖ aτ
ds
ds

n ‖=‖ aτ
ds
ds

‖=C, (1.25)

ondeC é uma constante.

Comoa 6= 0 e
ds
ds

6= 0, da expressão 1.25 concluímos que:

(a) seC= 0, entãoτ(s) = 0, para todos∈ I , ou seja,γ é uma curva plana;

(b) seC 6= 0, entãoτ(s) 6= 0, para todos∈ I .

Portanto, uma curva de Bertrand é plana ou sua torção nunca seanula.

Temos então que seγ é uma curva de Bertrand no espaço, sua torção é nunca nula. Quandoγ
é plana,γ possui infinitos pares de Bertrand dados por curvasγ(s) = γ(s)+an(s) paralelas aγ.

A próxima proposição relaciona as torções de uma curva de Bertrand e seu par.

Proposição 5 Sejaγ : I −→ R
3 uma curva de Bertrand com par de Bertrandγ. Entãoτ(s)τ(s) é

constante não-negativa, ondeτ(s) e τ(s) indicam a torção deγ e γ, respectivamente.
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DemonstraçãoInicialmente observe que devido à Proposição 4 podemos supor τ 6= 0 eτ 6= 0.

Comot e t são ortogonais à normal principal comum deγ e γ, t é da forma:

t =±(cosαt+ senαb), (1.26)

ondeα é o ângulo entret e t, que é constante, conforme a prova de 3. Se tomarmos o produtovetorial

entret en temos

b = t×n = (cosαt+ senαb)×n = cosαb− senαt. (1.27)

Diferenciando a expressão 1.27 com relação as, encontramos

db
ds

= cosα
db
ds

− senα
dt
ds

,

já queα é constante.

Usando as equações de Frenet,

db
ds

=−cosατn− senακn =−(τ cosα +κ senα)n. (1.28)

Por outro lado

db
ds

=
db
ds

ds
ds

=−τn
ds
ds

, (1.29)

ondes é o parâmetro comprimento de arco deγ.

Comparando 1.28 e 1.29 e usando o fato quen =±n, temos

−(τ cosα +κ senα)n =−τn
ds
ds

⇒ τ cosα +κ senα =±τ
ds
ds

. (1.30)

Como por hipótese,γ é curva de Bertrand, temos pela Proposição 3

Aκ +Bτ = 1 (1.31)

FazendoA= a, C=
cosα
senα

eC=
B
A

, como na prova da Proposição 3, podemos reescrever 1.31

como segue

κ +cotατ =
1
a
⇒ τ cosα +κ senα =

senα
a

. (1.32)
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Então de 1.30 e 1.32,

± (τ cosα +κ senα) =± senα
a

= τ
ds
ds

. (1.33)

De γ(s) = γ(s)+an(s), obtemos

t =
dγ
ds

ds
ds

= (t+an′)
ds
ds

= [(1−aκ)t+aτb]
ds
ds

. (1.34)

Comparando os coeficientes de 1.26 e 1.34, encontramos

±(cosαt+ senαb) = [(1−aκ)t+aτb]
ds
ds

.

Agora comparando os coeficientes deb, temos

± senα = aτ
ds
ds

⇒ ds
ds

=± senα
aτ

⇒ ds
ds

=± aτ
senα

. (1.35)

Por fim, de 1.33 e 1.35

± τaτ
senα

=± senα
a

⇒ τ.τ =
sen2α

a2 = constante.

Portanto, o produto das torções é uma constante não-negativa.

Vimos na seção 1.2 que toda hélice pode ser obtida a partir de uma curva plana. Veremos

agora um resultado similar envolvendo as curvas de Bertrand. A referência utilizada aqui foi [5].

Sejaγ : I −→ S
2 uma curva esférica parametrizada pelo comprimento de arco eσ o parâmetro

comprimento de arco deγ. Considere:

t(σ) = γ ′(σ);

s(σ) = γ(σ)× t(σ).

{γ(σ), t(σ),s(σ)} forma um referencial ortonormal chamadotriedro de Sabban.

Vamos mostrar agora quet′(σ) = −γ(σ)+ κg(σ)s(σ), ondeκg é a curvatura geodésica de

γ ⊂ S
2.

Escolheremosγ o vetor normal da esfera emγ(s). Assim, a curvatura geodésicaκg(s) é dada

por

κg(σ) = γ ′′(σ) · (t(σ)× γ(σ)).

Logo,

κg(σ) = t′(σ) · (t(σ)× γ(σ)) = t′(σ) ·s(σ). (1.36)
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Como‖ γ ‖= 1, temost′ · t = 0, significando quet′ é ortogonal at. Assim,

t′ = aγ +bs. (1.37)

Precisamos encontrara eb na expressão 1.37.

a= t′ · γ eb= t′ ·s.

Como‖ γ ‖= 1, temosγ ′ · γ = 0. Derivando esta última expressão,

γ ′′ · γ + γ ′ · γ ′ = 0⇒ γ ′′ · γ +1= 0⇒ γ ′′ · γ =−1⇒ t′ · γ =−1. (1.38)

Então, de 1.36 e 1.38,a=−1 eb= κg.

Portanto,

t′(σ) =−γ(σ)+κg(σ)s(σ).

Agora, vamos mostrar ques′(σ) =−κg(σ)t(σ).

Comos(σ) = γ(σ)× t(σ), derivando obtemos,

s′(σ) = γ ′(σ)× t(σ)+γ(σ)× t′(σ) = κg(σ)(γ(σ)×s(σ)) = κg(σ)(−t(σ)) =−κg(σ)t(σ).

Pelo visto anteriormente, temos que

γ ′(σ) = t(σ)

t′(σ) =−γ(σ)+κg(σ)s(σ)

s′(σ) =−κg(σ)t(σ).

Definimos uma curva no espaço

γ̃(σ) = a
∫ σ

σ0

γ(r)dr+acotθ
∫ σ

σ0

s(r)dr+c. (1.39)

Teorema 2 A curva γ̃ acima é uma curva de Bertrand. Além disto, todas as curvas de Bertrand

podem ser construídas por este método.

DemonstraçãoVamos mostrar primeiramente queγ̃ dada em 1.39 é uma curva de Bertrand. A ideia

aqui é utilizar a Proposição 3.

Para isso, precisamos calcular a curvatura e a torção deγ̃(σ).

Derivandoγ̃(σ), obtemos

γ̃ ′(σ) = a(γ(σ)+cotθs(σ)).

γ̃ ′′(σ) = a(1−cotθκg(σ))t(σ).

γ̃ ′′′(σ) =−acotθκ ′
g(σ)t(σ)+a(1−cotθκg(σ))(−γ(σ)+κg(σ)s(σ)).
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Assim, utilizando a Proposição 1, encontramos, comε =±1:

κ(σ) = ε
sen2θ(1−κg(σ)cotθ)

a
(1.40)

e

τ(σ) =
sen2θ(κg(σ)+cotθ)

a
. (1.41)

Observe que usando 1.40 e 1.41, obtemos

a(εκ(σ)+cotθτ(σ)) = a

(
εε sen2θ

(1−κg(σ)cotθ)
a

+
cotθ sen2θ

a
(κg(σ)+cotθ)

)

⇒ a(εκ(σ)+cotθτ(σ)) = 1.

Logo, existem números reaisA= aε eB= acotθ tais queAκ(σ)+Bτ(σ) = 1 o que significa

queγ̃ é uma curva de Bertrand.

Agora, sendõγ curva de Bertrand, queremos mostrar que

γ̃(σ) = a
∫ σ

σ0

γ(r)dr+acotθ
∫ σ

σ0

s(r)dr+c,

para alguma curva esféricaγ.

Comoγ̃ é curva de Bertrand, existemA,B∈ R tais queAκ(s)+Bτ(s) = 1.

Façamosa= A, cotθ =
B
a

; e escolhemosε =±1 com
ε senθ

a
> 0.

Definimos uma curva esférica dada por

γ(s) = ε(senθT(s)−cosθB(s)), (1.42)

ondeT(s) e B(s) são os vetores tangente e binormal, respectivamente, da curva γ̃ e s é o parâmetro

comprimento de arco dẽγ.

Então, derivando a expressão 1.42 e usando as equações de Frenet comN o vetor normal

principal deγ̃, encontramos

γ ′(s) = ε(senθT′(s)−cosθB′(s))

= ε(senθκ(s)N(s)−cosθ(−τ(s)N(s))

= ε(senθκ(s)+cosθτ(s))N(s)

= a
ε
a

senθ(κ(s)+cotθτ(s))N(s)

=
ε
a

senθ(aκ(s)+acotθτ(s))N(s)

=
ε
a

senθN(s).
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Sejaσ o parâmetro comprimento de arco deγ, então

dσ
ds

=‖ dγ
ds

‖=| ε
a

senθ |= ε
a

senθ .

Também temos

aγ(s)
dσ
ds

= aε(senθT(s)−cosθB(s))
ε
a

senθ = senθ(senθT(s)−cosθB(s)). (1.43)

Logo,

acotθγ(s)× dγ
dσ

dσ
ds

= cosθ(senθB(s)+cosθT(s)). (1.44)

Comos= γ × dγ
dσ

, temos

a
∫ σ

0
γ(r)dr+acotθ

∫ σ

0
s(r)dr =

∫ u

u0

senθ(senθT(t)−cosθB(t))dt

+

∫ u

u0

cosθ(senθB(t)+cosθT(t))dt

=

∫ u

u0

(sen2θ +cos2 θ)T(t)dt =
∫ u

u0

T(t)dt

= γ̃ +c.

Então,

γ̃(σ) = a
∫ σ

σ0

γ(r)dr+acotθ
∫ σ

σ0

s(r)dr+c.

A curva de Bertrand da figura 1.5 foi gerada a partir da curva esférica

γ(t) = (sen(t), sen(t)cos(t),cos2(t)), figura 1.4, tomando-sea= 1 e cotθ = 1.
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Figura 1.5: Curva de Bertrand

Como consequência temos o seguinte resultado.
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Corolário 3 A curva esféricaγ é um círculo se, e somente se, as correspondentes curvas de Bertrand

são hélices circulares.

DemonstraçãoPela demonstração do teorema anterior, temos

κ ′(σ) =−
εκ ′

g(σ)cosθ
a

e τ ′(σ) =
sen2θκ ′

g(σ)

a
.

A curva esféricaγ é um círculo se e somente seκ ′
g(σ) ≡ 0. Esta condição é equivalente à condição

κ ′(σ) = τ ′(σ)≡ 0.

1.4 A indicatriz de Darboux de uma curva de Bertrand

Como vimos no Teorema 2, toda curva de Bertrandγ̃ pode ser obtida a partir de uma curva

esféricaγ. Veremos nesta seção que a evoluta esférica deγ (lugar geométrico dos centros dos círculos

osculadores) é a indicatriz de Darboux deγ̃.

Para isto precisaremos do conceito de envelope de uma família de funções.

Suponha queF : R×R
r
֌ R seja uma aplicação diferenciável (o símbolo֌ indica que o

domínio deF é um subconjunto aberto deRr+1). Usamos(t,x1, ...,xr) como coordenadas deR×R
r

e consideremosF como uma família de funções dex, parametrizadas port. EscrevemosFt : Rr
֌R

para a funçãoFt(x) = F(t,x); suponhamos que, para cadat, zero seja um valor regular deFt , isto

é, paraF(t,x) = 0,
∂F
∂xi

é não nula para algumi. Se tomarmosCt = F−1
t (0), temos queCt é uma

(r −1)-variedade parametrizada. Isso motiva a definição a seguir.

Definição 4 O envelope da família F é definido por

D = DF = {x ∈ R
r : ∃t ∈ R,F(t,x) =

∂F
∂ t

(t,x) = 0}.

Sex ∈ D e F(t,x) =
∂F
∂ t

(t,x) = 0, então t é dito corresponder ax.

Quando r= 2, tem-se que Ct é uma curva regular, para cada t.

Como exemplo, considere a família de círculos unitários centrados no eixox1 do planox1x2.

Cada círculo desta família tem como equação

(x1− t)2+x2
2−1= 0, comt ∈ R fixo.

As curvasCt = F−1
t (0), ondeF(t,x1,x2) = (x1− t)2+x2

2−1 são círculos de raio 1 centrados no eixo

x1.

Dado(x1,x2) ∈Ct , então(x1− t)2+x2
2−1= 0. Além disso,
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∂Ft

∂x1
(t,x) = 2(x1− t) e

∂Ft

∂x2
(t,x) = 2x2.

Logo,

∂Ft

∂x1
(t,x) =

∂Ft

∂x2
(t,x) = 0⇔ x2 = 0 ex1 = t.

Mas estes pontos não pertencem aF−1
t (0), portanto 0 é valor regular deFt , para qualquert ∈ R.

Assim,F−1
t (0) é localmente uma superfície parametrizada emR

3.

Sendo assim, vamos encontrar o conjunto discriminante deF.

Temos
∂F
∂ t

=−2(x1− t) e então

D = {x ∈ R
2 : x1 = t,x2

2 = 1}= {x ∈ R
2 : x2 =±1},

que é o par de retasx2 =±1. Note quet corresponde a(t,1) e a(t,−1) emD .

Na figura abaixo, podemos visualizar melhor o exemplo anterior.

Figura 1.6: Família de círculos centrados em(x1,0)

A evoluta de uma curva planaα : I −→ R
2 também pode ser vista como o envelope de retas

normais à curva. De fato, considere a famíliaF : R×R
2 −→R dada porF(s,x) = (x−α(s)) ·α ′(s),

ondes é o parâmetro comprimento de arco deα.

Cada reta normal à curvaα emα(s) é determinada porCs= F−1
s (0).

Vamos encontrar o envelope desta família de retas. Temos que

F = 0⇒ (x−α) ·α ′ = 0⇒ x−α = λn

e
∂F
∂s

= 0⇒−α ′ ·α ′+(x−α) ·α ′′ = 0.

Logo,F =
∂F
∂s

= 0, se e somente se,

−1+(λn+α −α) ·α ′′ = 0⇒ λ =
1
κ
.

Assim, o conjuntoDF é dado por

DF = {x ∈ R
2;x = α(s)+

1
κ(s)

n(s), comκ(s) 6= 0},

ou seja, o envelope das retas normais deγ é dado pelos centros dos círculos osculadores deγ(evoluta).
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Figura 1.7: Família de retas normais ao gráfico de senx

Usando a definição de envelope vista anteriormente, vamos estudar a evoluta de uma curva

esférica.

Para uma curva esféricaγ : I −→ S
2, com curvaturaκ 6= 0, vamos definirevoluta esféricade

γ como o envelope de grandes círculos normais à curva.

Tome a famíliaF : R× S
2 −→ R dada porF(s,x) = x · t(s), ou seja, a família de grandes

círculos ortogonais aγ, ondeγ é uma curva esférica parametrizada pelo comprimento de arcoe t = γ ′.

Assim,

F = 0⇒ x · t = 0⇒ x = λn+µb

∂F
∂s

= 0⇒ x ·κn = 0

Agora,

F =
∂F
∂s

= 0⇒ (λn+µb) · (κn) = 0⇒ λ = 0,

já que estamos admitindo a hipóteseκ 6= 0.

Logo,x = µb. Comox ∈ S
2
, temos‖ x ‖= 1 e assimµ =±1. Portanto,

DF = {x ∈ S
2;x =±b(s),s∈ I}.

Figura 1.8: Curva esférica Figura 1.9: Evoluta esférica

Podemos expressar a evoluta esférica deγ em termos do triedro de Sabban visto anteriormente.
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x · t = 0⇒ x = λγ +µs

x · t′ = 0⇒ x · (−γ +κgs) = 0.

Usandox = λγ +µs, obtemos

(λγ +µs) · (−γ +κgs) = 0⇒ λ = κgµ.

Então

x = κgµγ +µs. (1.45)

Mas‖ x ‖= 1, o que implica

κ2
gµ2+µ2 = 1⇒ µ =± 1√

κ2
g +1

. (1.46)

De 1.45 e 1.46, segue que

x =± 1√
κ2

g +1
(κgγ +s). (1.47)

Pode-se mostrar usando [5] que a evoluta esférica deγ é dada pelos centros esféricos dos círculos

osculadores aγ.

Temos então a seguinte proposição.

Proposição 6 Sejaγ : I → S
2 uma curva esférica ẽγ : I →R

3 uma curva de Bertrand correspondente

a γ. Então a indicatriz de Darboux dẽγ é igual à evoluta esférica deγ.

DemonstraçãoPela demonstração do Teorema 2, temos que a curvatura e a torção deγ̃ são dadas por

κ(σ) =
ε sen2θ(1−κg(σ)cotθ)

a
(1.48)

e

τ(σ) =
sen2θ(κg(σ)+cotθ)

a
, (1.49)

ondea, θ , ε são dados como no Teorema 2.

Consideraremos, como no Teorema 2,{T,N,B} para o triedro de Frenet da curvaγ̃ , s o parâ-

metro comprimento de arco dẽγ eσ o parâmetro comprimento de arco da curvaγ. Assim, utilizando

a expressão dẽγ em (1.39) obtemos como na demonstração do Teorema 2 que

T(σ) = a(γ(σ)+cotθs(σ))
dσ
ds

(1.50)

e

N(σ) = εt(σ). (1.51)
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Então, de 1.50 e 1.51, temos

B(σ) = T(σ)×N(σ) = a(γ(σ)+cotθs(σ))
dσ
ds

× εt(σ).

B(σ) = εa

(
dσ
ds

)
(s(σ)−cotθγ(σ)). (1.52)

Como o vetor de Darboux é dado porD(σ) = τ(σ)T(σ)+κ(σ)B(σ), temos utilizando 1.48,

1.49, 1.50 e 1.52 que

D(σ) =

[
sen2θ

a
(κg(σ)+cotθ)

]
a(γ(σ)+cotθs(σ))

dσ
ds

+
[ε

a
sen2θ(1−κg(σ)cotθ)

]
aε
(

dσ
ds

)
(s(σ)−cotθγ(σ)).

Efetuando os cálculos, obtemos

D(σ) =
dσ
ds

(s(σ)+κg(σ)γ(σ)).

Portanto,d(σ) =
D(σ)

‖ D(σ) ‖ =
1√

κ2
g(σ)+1

(κg(σ)γ(σ)+s(σ)).

Portanto, por 1.47,d é a evoluta esférica deγ.



Capítulo 2

SUPERFÍCIES REGRADAS

O estudo de superfícies regradas é um assunto clássico em Geometria Diferencial. O interesse

pelo tema tem reaparecido recentemente devido suas aplicações em diferentes áreas que vão desde

Geometria Diferencial Projetiva, Computação Gráfica a Desenho Industrial, dentre outras.

Neste capítulo faremos um apanhado dos principais resultados clássicos sobre superfícies re-

gradas que serão úteis no próximo capítulo. As referências utilizadas são [2] e [3]. Também estu-

daremos as superfícies desenvolvíveis. Tais superfícies são exemplos de superfícies regradas cuja

curvatura gaussiana é nula em todos os seus pontos regulares.

2.1 Definição

Intuitivamente podemos considerar uma superfície regradacomo uma superfície gerada por

uma linha reta movendo-se ao longo de uma curva. Mais formalmente, temos a definição que segue.

Definição 5 Uma superfície regrada emR3 é (localmente) a função F(γ ,δ ) : I ×R→ R
3 definida por

F(γ ,δ )(t,u) = γ(t)+ uδ (t), ondeγ : I → R
3, δ : I → R

3−{0} são funções diferenciáveis e I é um

intervalo aberto. Neste caso, chamamosγ a curva base ou diretriz, e as retas u7→ γ(t)+uδ (t) são

chamadas de geratrizes.

Podemos dizer que a superfície regrada é gerada pela família{γ(t),δ (t)}.

Os exemplos mais simples de superfícies regradas são as superfícies tangentes a uma curva

regular, os cilindros e os cones.

Uma superfície tangente é dada porF(γ ,t)(t,u) = γ(t)+ut(t).
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Figura 2.1: Superfície tangente

Um cilindro pode ser visto como uma superfície regrada gerada por uma família de retas

{γ(t),δ (t)}, comt ∈ I , γ(t) contida em um plano eδ (t) paralelo a uma direção fixa emR3.

Se tomarmos uma família{γ(t),δ (t)}, comt ∈ I , ondeγ(t) está contida em um plano e todas

as geratrizes passam por um ponto que não pertença a esse plano, temos o cone.

Figura 2.2: Cone

As duas proposições que seguem referem-se às curvaturas gaussiana e média de uma superfície

regrada em geral.
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Proposição 7 Seja F(γ ,δ ) uma superfície regrada com‖δ (t)‖ = 1. Então a curvatura gaussiana

de F(γ ,δ ) é dada por K(t,u) =−(det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))2

(EG−F2)2 , com E= E(t,u) = ‖γ ′(t)+uδ ′(t)‖2, F =

F(t,u) = γ ′(t) ·δ (t), G= G(t,u) = 1.

DemonstraçãoTemos queK(t,u) =
eg− f 2

EG−F2 , ondeE, F, G ee, f , g são os coeficientes da primeira

e segunda formas fundamentais, respectivamente. ComoF(γ ,δ )(t,u) = γ(t)+uδ (t) e usandoN para

o vetor normal à superfície temos:

e= N ·Ftt; f = N ·Ftu; g= N ·Fuu; N =
Ft ×Fu

(‖Ft ×Fu‖)
.

E = Ft ·Ft, F = Ft ·Fu, G= Fu ·Fu.

Observe que:

‖Ft ×Fu‖= ‖Ft‖‖Fu‖senθ ,

Ft ·Fu = ‖Ft‖‖Fu‖cosθ , ondeθ é o ângulo entreFt eFu.

Assim,(‖Ft ×Fu‖)2+(Ft ·Fu)
2 = (‖Ft‖)2(‖Fu‖)2).

Logo,‖Ft ×Fu‖=
√
(‖Ft‖)2(‖Fu‖)2− (Ft ·Fu)2 =

√
EG−F2.

Ainda observe queFu = δ (t) eFuu = 0, assimg= N ·Fuu= 0.

Dessa forma,K(t,u) =
− f 2

EG−F2 =−

((
Ft×Fu√
EG−F2

)
·Ftu

)2

EG−F2 , ou seja,

K(t,u) = −((Ft ×Fu) ·Ftu)
2

(EG−F2)2

= −(det(Ft ,Fu,Ftu))
2

(EG−F2)2

= −(det(γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t),δ ′(t)))2

(EG−F2)2

= −(det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))−udet(δ ′(t),δ (t),δ ′(t))2

(EG−F2)2

= −(det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t)))2

(EG−F2)2 .

Proposição 8 Seja F(γ ,δ ) uma superfície regrada com‖δ (t)‖= 1. Então a curvatura média de F(γ ,δ )
é dada por

H(t,u) =
−2(γ ′(t) ·δ (t))det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))+det(γ ′′(t)+uδ ′′(t),γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t))

2(EG−F2)
3
2

,

em que E= E(t,u) = ‖γ ′(t)+uδ ′(t)‖2, F = F(t,u) = γ ′(t) ·δ (t) e G= G(t,u) = 1.
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Demonstração

Temos queH(t,u) =
eG−2 f F +gE

2(EG−F2)
.

Assim,

H(t,u) =
(N ·Ftt)1−2(N ·Ftu)(Ft ·Fu)

2(EG−F2)

=
(Ft ×Fu) ·Ftt −2(Ft ×Fu) ·Ftu(Ft ·Fu)

2(
√

EG−F2)(EG−F2)

=
−2(γ ′(t) ·δ (t))det(γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t),δ ′(t))+det(γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t),γ ′′(t)+uδ ′′(t))

2(EG−F2)
3
2

=
−2(γ ′(t) ·δ (t))det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))+det(γ ′′(t)+uδ ′′(t),γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t))

2(EG−F2)
3
2

.

Observemos que aqui estamos admitindo a possibilidade de que F tenha pontos singulares,

isto é, pontos(t,u) ondeFt ×Fu = 0.

ConsiderandoF(γ ,δ ) : I × R → R
3 definida por F(γ ,δ )(t,u) = γ(t) + uδ (t), temos que

∂F(γ ,δ )
∂ t

(t,u)×
∂F(γ ,δ )

∂u
(t,u) = γ ′(t)×δ (t)+uδ ′(t)×δ (t).

Assim,(t0,u0) é um ponto singular deF(γ ,δ ) se, e só se,γ ′(t0)×δ (t0)+u0δ ′(t0)×δ (t0) = 0.

No caso da superfície tangenteF(γ ,t)(s,u) = γ(s)+uγ ′(s), temos que
∂F
∂s

× ∂F
∂u

= uγ ′′(s)×
γ ′(s) =−uκ(s)b(s). Logo, a superfície tangente sempre tem pontos singulares aolongo deγ.

Observamos também que seF(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+uδ (s) é uma superfície regrada que é não-

singular emγ(s), entãoγ(s) é transversal às geratrizes, isto é, os vetores{γ ′,δ} são linearmente

independentes.

De fato, suponhamos queγ não seja transversal às geratrizes. Assim,γ ′×δ = 0 e
∂F
∂ t

× ∂F
∂u

=

0 emu= 0. EntãoF seria singular ao longo deγ.

Dentre as superfícies regradas, destacamos duas categorias que merecem atenção especial: as

superfícies cilíndricas e as superfícies desenvolvíveis.As seções que seguem são destinadas ao estudo

dessas duas classes de superfícies regradas.

2.2 Superfícies Cilíndricas

Vamos primeiramente supor, sem perda de generalidade, que‖ δ ‖= 1.

Definição 6 Dizemos que a superfície regrada F(γ ,δ ) é uma superfície cilíndrica seδ (t)×δ ′(t)≡ 0.

Quandoδ (t)×δ ′(t) 6= 0, dizemos que a superfície regrada F(γ ,δ ) é não-cilíndrica.

Observamos que a condiçãoδ (t)×δ ′(t) 6= 0, é equivalente aδ ′(t) 6= 0, para todot ∈ I .
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De fato, supondo‖ δ ‖= 1, temos que

δ ·δ = 1.

Derivando esta última expressão obtemos

δ ′ ·δ = 0.

Isso significa que sendoθ o ângulo formado entreδ e δ ′, θ = 90o.

Assim, tomando‖ δ ×δ ′ ‖=‖ δ ‖‖ δ ′ ‖ senθ =‖ δ ′ ‖ .

Entãoδ (t)×δ ′(t) 6= 0⇔ δ ′(t) 6= 0.

Por outro lado, seF é não-cilíndrica, temos bem definida uma curvaσ(t) na superfície regrada

F(γ ,δ ) com a propriedade queσ ′(t) ·δ ′(t) = 0. Chamamos tal curva delinha de estricção.

Notemos que a linha de estricção está bem definida.

De fato, queremos encontrar uma curva parametrizadaσ(t) tal queσ ′(t) ·δ ′(t) = 0, para todo

t ∈ I , e que o traço deσ(t) esteja contido no traço deF, isto é,

σ(t) = γ(t)+u(t)δ (t)

para alguma função a valores reaisu(t). Supondo a existência de tal curva e diferenciando a expressão

acima, obtemos

σ ′(t) = γ ′(t)+u′(t)δ (t)+u(t)δ ′(t).

Impondo a condiçãoσ ′(t) ·δ ′(t) = 0, temos

0= σ ′(t) ·δ ′(t) = (γ ′(t)+u′(t)δ (t)+u(t)δ ′(t)) ·δ ′(t)⇒ u(t) =− γ ′(t) ·δ ′(t)
δ ′(t) ·δ ′(t)

.

Além disto, esta curva não depende da curva base escolhida.

De fato, sejamγ e γ̃ duas curvas bases paraF. Então podemos escrever

F(t,u) = γ(t)+uδ (t) = γ̃(t)+s(u)δ (t)

para alguma funçãos(u).

Sejamσ e σ̃ as correspondentes linhas de estricção. Então

σ(t) = γ(t)− γ ′(t) ·δ ′(t)
δ ′(t) ·δ ′(t)

δ (t)

e
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σ̃(t) = γ̃(t)− γ̃ ′(t) ·δ ′(t)
δ ′(t) ·δ ′(t)

δ (t).

Assim,

σ(t)− σ̃(t) = γ(t)− γ̃(t)− (γ ′(t)− γ̃ ′(t)) ·δ ′(t)
δ ′(t) ·δ ′(t)

δ (t). (2.1)

Por outro lado, temos que

γ(t)− γ̃(t) = (s(u)−u)δ (t) (2.2)

Então, de (2.1) e (2.2):

σ(t)− σ̃(t) =

(
s(u)−u− [(s(u)−u)δ ′(t)] ·δ ′(t)

δ ′(t) ·δ ′(t)

)
δ (t) = 0.

Portanto,σ = σ̃ .

Vamos tomar a linha de estricção como a curva base da superfície regrada e escreveremos a

superfície da seguinte maneira

F(t,u) = σ(t)+uδ (t).

Assim,Ft = σ ′(t)+uδ ′(t) eFu = δ (t).

EntãoFt ×Fu = σ ′(t)×δ (t)+uδ ′(t)×δ (t).

Comoδ ′(t) ·δ (t)= 0 eδ ′(t) ·σ ′(t)= 0, concluímos queσ ′(t)×δ (t)= λ (t)δ ′(t), para alguma

funçãoλ (t) chamada deparâmetro de distribuição.

Assim,‖ Ft ×Fu ‖2=‖ λδ ′+uδ ′×δ ‖2= λ 2 ‖ δ ′ ‖2 +u2 ‖ δ ′ ‖2= (λ 2+u2) ‖ δ ′ ‖2 .

Segue-se que os eventuais pontos singulares da superfície regrada situam-se ao longo da linha

de estricçãou= 0 e eles ocorrem se e somente seλ (t) = 0.

Observe queλ (t) =
det(σ ′(t),δ (t),δ ′(t))

‖ δ ′(t) ‖2 .

Utilizando isto na expressão deK dada na Proposição 5, segue que

K =− λ 2

(λ 2+u2)2 .

Concluímos então que tomando a curva base como a linha de estricção, temos que,em pontos regu-

lares, a curvatura Gaussiana de uma superfície regrada satisfaz K≤ 0, sendo zero apenas ao longo

das geratrizes que intersectam a linha de estricção em um ponto singular.

2.3 Superfícies Desenvolvíveis

Definição 7 Dizemos que uma superfície regrada F(γ ,δ ) é uma superfície desenvolvível se a curvatura

gaussiana da parte regular de F(γ ,δ ) se anula.
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Observemos que uma superfície regradaF(γ ,δ )(t,u) = γ(t)+uδ (t) é uma superfície desenvol-

vível se e somente se det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t)) = 0.

De fato, isto decorre imediatamente da Proposição 7, visto que

K(t,u) =−(det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t)))2

(EG−F2)2 .

Vamos considerar agora três superfícies regradas especiais associadas a uma curvaγ(s) com

curvatura positiva.

A primeira é a superfície tangente, já vista na seção 2.1.

A segunda é a chamada superfície normal principal que é dada por:

F(γ ,n)(t,u) = γ(t)+un(t)

A terceira é conhecida por superfície binormal e é dada por:

F(γ ,b)(t,u) = γ(t)+ub(t)

Temos então a seguinte proposição.

Proposição 9 A superfície tangente é sempre uma superfície desenvolvível. A superfície normal prin-

cipal e a superfície binormal são superfícies desenvolvíveis se e somente se a curva correspondente

é plana.

DemonstraçãoPara a superfície tangente temosδ (s) = t(s) = γ ′(s). Assim det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))= 0,

pois apresenta duas colunas iguais.

No caso da superfície normal principal, temos que

det(γ ′(s),δ (s),δ ′(s)) = det(γ ′(s),n(s),n′(s))

= det(γ ′(s),n(s),−κ(s)t(s)+ τ(s)b(s))

= det(γ ′(s),n(s),τ(s)b(s)).

Como os vetorest, n eb são linearmente independentes, este determinante só se anula quando

τ(s) = 0, isto é, quando a curva é plana.

Por outro lado, seγ(s) é uma curva plana, a normal principal pertence ao plano da curva e

assim a superfície normal principal é um plano.

Por fim, no caso da superfície binormal nós temos

det(γ ′(s),δ (s),δ ′(s)) = det(γ ′(s),b(s),b′(s)) = det(γ ′(s),b(s),−τ(s)n(s)),
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onde novamente este determinante se anula se e só se a torção énula, ou seja, quandoγ(s) é uma

curva plana.

Inversamente, seγ(s) é uma curva plana,b(s) é constante e assimb′(s) = 0.

Portanto, det(γ ′(s),b(s),b′(s)) = 0.

Vamos agora distinguir dois casos de superfícies desenvolvíveis:

(a)δ (t)×δ ′(t)≡ 0. Isso significa queδ ′(t)≡ 0. Assim,δ (t) é constante e a superfície regrada

é um cilindro sobre uma curva obtida pela interseção do cilindro com um plano normal aδ (t);

(b) δ (t)×δ ′(t) 6= 0, para todot ∈ I . Nesse caso,δ (t) 6= 0, para todot ∈ I . Temos assim que

a superfície é não-cilíndrica. Podemos determinar a linha de estricção e verificar que o parâmetro de

distribuição

λ =
det(σ ′,δ ,δ ′)

‖ δ ′ ‖2 ≡ 0.

Portanto, a linha de estricção será o lugar geométrico dos pontos singulares da superfície

desenvolvível. Seσ ′(t) 6= 0, para todot ∈ I , segue da equação acima, do fato queσ ′ · δ ′ ≡ 0 e de

δ ser paralelo ao plano tangente da superfície queδ é paralelo aσ ′
. Logo, a superfície regrada é a

superfície tangente deσ . Seσ ′(t) = 0, para todot ∈ I , então a linha de estricção é um ponto, e a

superfície regrada é um cone tendo esse ponto como vértice.

Desse modo, longe dos pontos de acumulação dos zeros das funções envolvidas, uma superfí-

cie desenvolvível é uma união de pedaços de cilindros, conese superfícies tangentes.



Capítulo 3

CURVAS ESPECIAIS E SUPERFÍCIES

REGRADAS

Neste capítulo estudaremos hélices generalizadas e curvasde Bertrand como curvas sobre

superfícies regradas. Através de alguns resultados veremos que a hélice generalizada está relacionada

à curvatura gaussiana e a curva de Bertrand à curvatura médiada superfície regrada que as contém.

Para este estudo introduziremos duas superfícies regradasimportantes, a saber a superfície

retificável desenvolvível e a superfície normal principal.

Os principais resultados desta seção encontram-se no artigo [5].

3.1 Superfície retificável desenvolvível

Do capítulo 1, definimos o vetor̃D(s) =
( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s), que chamamos vetor de Darboux

modificado.

Considereγ : I −→ R
3 uma curva regular comκ(s) 6= 0.

Utilizando este vetor vamos definir a superfície retificáveldesenvolvível, como segue.

Definição 8 A superfície regrada F(γ ,D̃)(s,u) = γ(s)+uD̃(s) é chamada a superfície retificável de-

senvolvível deγ.

No decorrer da seção veremos algumas propriedades importantes dessa superfície que justifi-

cam sua denominação.

Primeiramente, observemos queD̃′(s) =
( τ

κ

)′
(s)t(s).

De fato, temos quẽD(s) =
( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s) comκ(s) 6= 0.
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Figura 3.1: Superfície retificável desenvolvível da hélicecircular

Diferenciando, temos:

D̃′(s) =
( τ

κ

)′
(s)t(s)+

( τ
κ

)
(s)t′(s)+b′(s)

=
( τ

κ

)′
(s)t(s)+

( τ
κ

)
(s)κ(s)n(s)− τ(s)n(s)

=
( τ

κ

)′
(s)t(s).

Uma propriedade importante desta superfície é que a curvaγ é uma geodésica. De fato, basta

mostrar que o vetor normal da superfície sobreγ é paralelo ao vetor normal da curvaγ.

Primeiro, vamos encontrar o vetor normal unitário da superfície,N. Sabemos que

N(s) =

∂F
∂s

(s,u)× ∂F
∂u

(s,u)

‖ ∂F
∂s

(s,u)× ∂F
∂u

(s,u) ‖
(3.1)

Vamos encontrar
∂F
∂s

(s,u) e
∂F
∂u

(s,u), como segue.

∂F
∂s

(s,u) = γ ′(s)+uD̃′(s) = t(s)+u
( τ

κ

)′
(s)t(s) =

[
1+u

( τ
κ

)′
(s)

]
t(s)

e
∂F
∂u

(s,u) = D̃(s) =
( τ

κ

)
t(s)+b(s).
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Então

∂F
∂s

(s,u)× ∂F
∂u

(s,u) =

[
1+u

( τ
κ

)′
(s)

]
t(s)

[
×
( τ

κ

)
t(s)+b(s)

]

= −n(s)−u
( τ

κ

)′
(s)n(s)

= −
(

1+u
( τ

κ

)′
(s)

)
n(s).

EntãoN(s) = ±n(s), o que significa queγ é uma geodésica da sua superfície retificável

desenvolvível.

Agora, vamos olhar essa superfície do ponto de vista da teoria de envelopes (seção 1.4). Para

isso, considere a famíliaF : R2×R֌ R dada por

F(x,s) = (x− γ) ·n.

Observe queF−1
s (0) é o plano retificante deγ emγ(s).

Assim,

F = 0⇒ (x− γ) ·n = 0⇒ x− γ = λ t+µb.

Também,

∂F
∂s

= 0⇒ (−γ ′ ·n)+(x− γ) · (−κ t+ τb) = 0.

Assim,

F =
∂F
∂s

= 0⇒ (λ t+µb) · (−κ t+ τb).

Logo,

κλ +µτ = 0⇒ λ = µ
τ
κ
.

Então,

x− γ =
(

µ
τ
κ

)
t+µb ⇒ x = γ +µ

(( τ
κ

)
t+b

)
⇒ x = γ +µD̃.

Portanto,a superfície retificável desenvolvível é o envelope dos planos retificantes da curvaγ.

A proposição a seguir nos dá condições para que ocorra um ponto singular na superfície reti-

ficável desenvolvível.

Proposição 10O ponto(s0,u0) é um ponto singular de F(γ ,D̃) se, e somente se,
( τ

κ

)′
(s0) 6= 0 e

u0 =− 1
( τ

κ

)′ (s0).

DemonstraçãoSe(s0,u0) é um ponto singular da superfície

F(γ ,D̃)(s,u) = γ(s)+uD̃(s),
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entãoN(s0,u0) = 0.

Portanto,
∂F
∂s

(s0,u0)×
∂F
∂u

(s0,u0) = 0⇒−
(

1+u0

( τ
κ

)′
(s0)

)
n(s0) = 0

Logo, 1+u0

( τ
κ

)′
(s0) = 0, ou seja,u0 =− 1

( τ
κ

)′ (s0) e
( τ

κ

)′
(s0) 6= 0.

Suponha agora que
( τ

κ

)′
(s0) 6= 0 eu0 =

−1
( τ

κ

)′ (s0).

Então, como visto antes,

(
∂F
∂s

× ∂F
∂u

)
(s0,u0) =−

(
1+u0

( τ
κ

)′
(s0)

)
n(s0).

Substituindo, encontramos

(
∂F
∂s

× ∂F
∂u

)
(s0,u0) =−


1− 1

( τ
κ

)′ (s0)
( τ

κ

)′
(s0)


n(s0) =−(1−1)n(s0) = 0.

Portanto,(s0,u0) é um ponto singular deF(γ ,D̃).

Os pontos da curva em que
( τ

κ

)′
= 0 são conhecidos comopontos helicoidais. Em tais pontos

a indicatriz de Darboux da curva possui singularidades, conforme pode ser visto em [9] e [11].

A proposição a seguir nos dá uma relação entre a superfície retificável desenvolvível e a hélice

generalizada.

Proposição 11Seja uma curvaγ : I → R
3 parametrizada pelo comprimento de arco comκ(s) 6= 0.

São equivalentes:

(a) A retificável desenvolvível F(γ ,D̃) : I ×R→ R
3 deγ é uma superfície não-singular.

(b) γ é uma hélice generalizada.

(c) A retificável desenvolvível F(γ ,D̃) deγ é uma superfície cilíndrica.

Demonstração (a) ⇒ (b) Pela Proposição 10,F(γ ,D̃) é não-singular em qualquer ponto de

I ×R⇔
( τ

κ

)′
(s)≡ 0. Assim,

( τ
κ

)
(s) é constante e, dessa forma,γ é uma hélice generalizada.

(b)⇒ (c) Devemos mostrar quẽD× D̃′ ≡ 0.

Por hipótese,γ é uma hélice generalizada. Logo,
( τ

κ

)
(s) é constante, ou seja,

( τ
κ

)′
(s) = 0.

Assim,D̃′(s) = 0⇒ D̃× D̃′ ≡ 0. Logo,F é cilíndrica.

(c)⇒ (a) ComoF(γ ,D̃) é uma superfície cilíndrica, temos̃D× D̃′ ≡ 0. Devemos mostrar que
( τ

κ

)′
(s) = 0.

Temos:
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(( τ
κ

)
(s)t(s)+b(s)

)
×
(( τ

κ

)′
(s)t(s)

)
≡ 0.

Logo,
( τ

κ

)
(s)
( τ

κ

)′
(s)t(s)× t(s)+

(τ
κ

)′
(s)b(s)× t(s)≡ 0, ou seja,

( τ
κ

)′
(s) = 0.

Assim,F é não-singular.

No capítulo 2, encontramos a expressão para a curvatura gaussiana de uma superfície re-

grada em geral. Veremos agora que a curvatura gaussiana da superfície retificável desenvolvível

não-singular se anula.

De fato,F(γ ,D̃)(s,u) = γ(s)+uD̃(s) comD̃(s) =
( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s).

Pelo cálculo da curvatura gaussiana para uma superfície regrada, temos

K(s,u) =−(det(γ ′(s), D̃(s), D̃′(s)))2

(EG−F2)2 . Já sabemos quẽD′(s) =
( τ

κ

)′
(s)t(s).

Assim,

K(s,u) =−(det(γ ′(s),( τ
κ )(s)t(s)+b(s),( τ

κ )
′(s)t(s)))2

(EG−F2)2 =
(det(γ ′(s),b(s),( τ

κ )
′(s)t(s))2

(EG−F2)2 .

Logo,K(s,u)= 0, pois
( τ

κ

)′
(s)=0 já queF(γ ,D̃) é não-singular. Isto significa quea superfície

retificável desenvolvível é uma superfície desenvolvível.

3.2 Superfície normal principal

Outra superfície regrada importante é definida a seguir.

Definição 9 A superfície regrada F(γ ,n)(s,u) = γ(s)+un(s) é chamada a superfície normal principal

deγ.

Veremos queγ é uma curva assintótica deF(γ ,n), ou seja, uma curva tal que a curvatura normal

deF(γ ,n) se anula na direção das retas tangentes àγ.

Temos então que mostrar queγ ′′ ·N = 0.

Vamos calcular
∂F
∂s

(s,u) e
∂F
∂u

(s,u) para a superfície normal principal.

∂F
∂s

(s,u) = γ ′(s)+un′(s) = t(s)+u(−κ(s)t(s)+ τ(s)b(s))

= t(s)−uκ(s)t(s)+uτ(s)b(s) = (1−uκ(s))t(s)+uτ(s)b(s).

e

∂F
∂u

(s,u) = n(s).



44

Figura 3.2: Superfície normal principal da hélice circular

Assim,

∂F
∂s

(s,u)× ∂F
∂u

(s,u) = [(1−uκ(s))t(s)+uτ(s)b(s)]×n(s)=−uτ(s)t(s)+(1−uκ(s))b(s).

Então

γ ′′ ·
(

∂F
∂s

× ∂F
∂u

)
= κn · ((−uτ)t+(1−uκ)b) = 0.

Logo a curvatura normalκn é zero na direção das tangentes deγ, o que significa queγ é uma

curva assintótica da superfície normal principal.

Agora, considere a superfície normal principalF(γ ,n)(s,u) de uma curva parametrizada pelo

comprimento de arcoγ(s) comκ(s) 6= 0. Como vimos

∂F
∂s

× ∂F
∂u

= (1−uκ(s))b(s)− τ(s)ut(s).

Dessa forma,(s0,u0) é um ponto singular deF(γ ,n) se, e só se,τ(s0) = 0 eu0 =
1

κ(s0)
.

Portanto, os pontos singulares da superfície normal principal ocorrem seτ(s0) = 0 e estão

nos centros de curvatura da curvaγ. No caso em queγ é uma curva de Bertrand, temos o seguinte

resultado.

Proposição 12Sejaγ : I → R
3 uma curva de Bertrand. A superfície normal principal F(γ ,n) tem um

ponto singular se, e somente se,γ é uma curva plana. Neste caso, a imagem de F(γ ,n) é um plano em

R
3.

DemonstraçãoSuponha queF tenha um ponto singular. Então, existes0 ∈ I tal queτ(s0) = 0.
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Pela Proposição 4 do Capítulo 1, se existe um pontos0 ∈ I tal queτ(s0) = 0, entãoγ é uma

curva plana e consequentementeF(γ ,n) é um plano.

Por outro lado, seγ é uma curva plana,τ(s) = 0, para todos∈ I . Agora, tomeu0 =
1

κ(s0)
.

Então, pelo que vimos(s0,u0) é um ponto singular deF(γ ,n).

SejaF(γ ,δ ) uma superfície regrada com‖δ (t)‖= 1. Analisaremos a seguir a curvatura gaussi-

ana deF(γ ,D̃) e a curvatura média deF(γ ,n).

A curvatura gaussiana deF(γ ,δ ) é dada porK(t,u) =−(det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))2

(EG−F2)2

e a curvatura média deF(γ ,δ ) é dada por

H(t,u) =
−2(γ ′(t).δ (t))det(γ ′(t),δ (t),δ ′(t))+det(γ ′′(t)+uδ ′′(t),γ ′(t)+uδ ′(t),δ (t))

2(EG−F2)
3
2

.

Aqui, E = E(t,u) = ‖γ ′(t)+uδ ′(t)‖2, F = F(t,u) = γ ′(t).δ (t), G= G(t,u) = 1.

Pelas equações anteriores, temos queK(s,u) = 0 paraF(γ ,D̃) e

H(s,u) =
−2(t(s).n(s))det(t(s),n(s),n′(s))+det(t′(s)+un′′(s), t(s)+un′(s),n(s))

2(EG−F2)3
2

,

paraF(γ ,n).

Logo

H(s,u) =
u(τ ′(s)+u(κ ′(s)τ(s)− τ ′(s)κ(s)))

(EG−F2)
3
2

para F(γ ,n). (3.2)

Portanto, paraF(γ ,n), temosH(s,u) = 0 se, e só se,u= 0 ouτ ′(s) = u(τ ′(s)κ(s)− τ(s)κ ′(s)).

Assim,a curvatura média sempre se anula ao longo deγ.

Pela expressão (3.2),H(s,u) = 0 se, e somente se,u = 0 ou τ ′ = u(τ ′κ − τκ ′). Se existe

um pontos0 ∈ I tal queτ ′(s0)κ(s0)− τ(s0)κ ′(s0) = 0, entãoH(s0,u0) = 0 para algumu0 6= 0 se, e

somente se,τ ′(s0) = 0. Neste caso, comoτ(s0) 6= 0 (estamos considerando os pontos regulares de

F(γ ,n)), entãoκ ′(s0) = 0 também. Assim,H(s0,u) = 0, para todou.

Portanto,H(s0,u0) = 0 para algumu0 6= 0 se, e somente se,

τ ′(s0) = κ ′(s0) = 0 ouu0 =
τ ′(s0)

τ ′(s0)κ(s0)− τ(s0)κ ′(s0)
.

Seτ ′(s0) 6= 0 eτ ′(s0)κ(s0)−κ ′(s0)τ(s0) 6= 0, entãoH(s0,u) 6= 0, para todou 6= 0.

Dizemos queγ é o lugar mínimo de F(γ ,δ ) se a curvatura média H de F(γ ,δ ) se anula ao longo

γ.

Motivados pela definição acima, temos a proposição que segue.
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Proposição 13Sejaγ uma curva de Bertrand eγ o par de Bertrand deγ. Entãoγ é o lugar mínimo

da superfície normal principal deγ.

DemonstraçãoPelo Corolário 2, seγ é um par de Bertrand deγ, então existe um número realA tal

queA(τ ′(s)κ(s)− τ(s)κ ′(s))− τ ′(s) = 0 eγ(s) = γ(s)+An(s).

Assim, pela expressão (3.2),H(γ(s)) = 0.

Portanto,γ é o lugar mínimo da superfície normal principal deγ.

3.3 Algumas caracterizações de superfícies regradas

Como vimos antes, a curvaγ é uma geodésica da superfície retificável desenvolvível e uma

curva assintótica da superfície normal principal deγ. O resultado a seguir é conhecido como teorema

de Bonnet para superfícies regradas não-cilíndricas e ocorre para superfícies regradas em geral.

Proposição 14Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+uδ (s) uma superfície regrada com‖δ (s)‖= 1. Sejaσ(s) =

γ(s)+u(s)δ (s) uma curva em F(γ ,δ ), onde s é o comprimento de arco deσ(s). Considere as seguintes

condições:

(a) σ(s) é uma linha de estricção de F(γ ,δ );

(b) σ(s) é uma geodésica de F(γ ,δ );

(c) os ângulos entreσ ′(s) e δ (s) são constantes.

Se assumimos que duas das condições anteriores valem, entãoa restante vale.

DemonstraçãoObserve que as condições(a), (b) e (c) do teorema acima são equivalentes às condi-

ções(a)’, (b)’ e (c)’ citadas a seguir:

(a)’ σ ′(s) ·δ ′(s) = 0.

(b)’ σ ′′(s) ·δ (s) = 0.

(c)’ σ ′(s) ·δ (s) = constante.

De fato, a equivalência entre(a) e (a)’ acontece pela própria definição de linha de estricção.

Vejamos a equivalência entre(b) e (b)’. Como
∂F
∂s

× ∂F
∂u

= (t + uδ ′)× δ , temos queN é

perpendicular aδ . Por outro lado,σ é uma geodésica deF(γ ,δ ) ⇔ n é paralelo aN, onden é o vetor

normal deσ .

Comoσ ′′ = κn, temos queσ ′′ é paralelo aN, o que é equivalente aσ ′′ ser ortogonal aδ , ou

seja,σ ′′ ·δ = 0.

Assim,(b) é equivalente a(b)’.

Por fim,(c)⇔ (c)’ também acontece por definição.
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Assumimos que valem(a)’ e (b)’. Para mostrar queσ ′(s) · δ (s) = constante, vamos mostrar

que(σ ′(s) ·δ (s))′ = 0.

De fato,(σ ′(s) ·δ (s))′ = σ ′′(s) ·δ (s)+σ ′(s) ·δ ′(s) = 0+0= 0.

Assumimos agora que valem(a)’ e (c)’.

Temos queσ ′(s) ·δ (s) = constante⇒ (σ ′(s) ·δ (s))′ = 0⇒ σ ′′(s) ·δ (s)+σ ′(s) ·δ ′(s) = 0⇒
σ ′′(s) ·δ (s)+0= 0⇒ σ ′′(s) ·δ (s) = 0.

Por fim, assumimos que valem(b)’ e (c)’. Novamente,

σ ′(s) ·δ (s) = constante⇒ (σ ′(s) ·δ (s))′ = 0⇒ σ ′′(s) ·δ (s)+σ ′(s) ·δ ′(s) = 0

⇒ 0+σ ′(s) ·δ ′(s) = 0⇒ σ ′(s) ·δ ′(s) = 0.

Como consequência temos o corolário que segue.

Corolário 4 Suponha que existam duas geodésicas disjuntasσi(s) (i = 1,2) em uma superfície re-

grada F(γ ,δ )(s,u) = γ(s) + uδ (s) tal que os ângulos entreσ ′
i (s) e δ (s) são constantes. Então a

superfície regrada F(γ ,δ )(s,u) é uma superfície cilíndrica e ambasσi(s) são hélices generalizadas.

Ainda, a direção deδ (s) é igual à direção do vetor de Darboux deσi(s).

DemonstraçãoPela Proposição 14,σ1(s) e σ2(s) são linhas de estricção deF(γ ,δ ).

Se o pontoF(γ ,δ )(s,u) é não-cilíndrico, entãoσ1(s) = σ2(s), pela unicidade da linha de es-

tricção, o que não pode acontecer, pois por hipótese temos geodésicas disjuntas. Assim, a superfície

regrada é uma superfície cilíndrica. Portanto,‖ δ ′ ‖= 0, o que significa queδ ′ = 0 e assimδ é

constante.

Por hipótese os ângulos entreσ ′
i (s) e δ (s) são constantes e comoδ (s) é constante, temos a

definição de hélice generalizada atendida paraσ1(s) e σ2(s).

Sendoδ a direção constante dada na definição de hélice generalizada, temos pelo que foi visto

no capítulo 1 queδ é a direção de Darboux.

O corolário anterior dá uma caracterização de superfícies cilíndricas pela existência de geo-

désicas com propriedades especiais. Mais especificamente,uma superfície cilíndrica é a retificável

desenvolvível de uma hélice generalizada que é uma geodésica desta superfície.Veremos agora

quando uma superfície regrada é a retificável desenvolvívelde uma curva.

Teorema 3 Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+ uδ (s) uma superfície regrada não-singular com‖δ (s)‖ = 1.

Sejaσ(s) = γ(s)+u(s)δ (s) uma curva em F(γ ,δ ) comκ(s) 6= 0. Então as seguintes condições são

equivalentes:

(a) F(γ ,δ ) é a retificável desenvolvível deσ(s);

(b) σ(s) é uma geodésica de F(γ ,δ ) que é transversal às geratrizes e F(γ ,δ ) é uma superfície

desenvolvível;
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(c) σ(s) é uma geodésica de F(γ ,δ ) que é transversal às geratrizes e a curvatura gaussiana de

F(γ ,δ ) se anula ao longo deσ(s).

Demonstração

(a)⇒ (b) Por hipóteseF(γ ,δ ) é a retificável desenvolvível deσ(s), assim

F(γ ,δ )(s,u) = F(σ ,D̃)(s,u) = σ(s)+uD̃(s) = σ(s)+u
(( τ

κ
)
(s)t(s)+b(s)

)
,

aquit(s) = σ ′(s).

Vamos suporσ(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. Então,

∂F
∂s

= σ ′(s)+uD̃′(s) = σ ′(s)+u
( τ

κ

)′
(s)t(s) = t(s)

(
1+u

( τ
κ

)′
(s)

)

∂F
∂u

= D̃(s) =
( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s).

∂F
∂s

× ∂F
∂u

= t(s)
(

1+u
( τ

κ

)′
(s)

)
×
(( τ

κ

)
(s)t(s)+b(s)

)
=−n(s)

(
1+u

( τ
κ

)′
(s)

)
.

Assim, o vetor normal da superfícieN(s) é paralelo an(s) o que significa queσ(s) é uma

geodésica deF(γ ,δ ).

Agora, para mostrar queσ(s) é transversal às geratrizes deF(γ ,δ ), basta mostrar que{t, D̃} é

linearmente independente.

Temosσ ′(s) = t(s). Assim,t(s)× D̃(s) = t(s)×
(( τ

κ
)
(s)t(s)+b(s)

)
=−n(s).

Então,t(s)× D̃(s) 6= 0 ⇒ σ(s) é transversal às geratrizes.

Por fim, vamos mostrar queF(γ ,δ ) é desenvolvível. Para isso, devemos mostrar queK = 0, ou

seja,K(s,u) =−(det(σ ′(s), D̃(s), D̃′(s)))2

(EG−F2)2 = 0.

Observe que

K(s,u) =−(det(σ ′(s), D̃(s), D̃′(s)))2

(EG−F2)2 = 0 ⇔ det(σ ′(s), D̃(s), D̃′(s)) = 0.

Temos que det(σ ′(s), D̃(s), D̃′(s)) = det(t(s),( τ
κ )(s)t(s)+b(s),( τ

κ )
′(s)t(s)) = 0.

Assim,K = 0 e, portanto,F(γ ,δ ) é uma superfície desenvolvível.

(b) ⇒ (c) Por hipótese,F(γ ,δ ) é uma superfície desenvolvível, assim a curvatura gaussiana de

F(γ ,δ ) se anula ao longo deσ(s).

(c) ⇒ (a) Como por hipóteseσ(s) é transversal às geratrizes, podemos tomarσ(s) como a

curva base, isto é,σ = γ.

Comoγ(s) é geodésica deF(γ ,δ ), o vetor normaln de γ(s) é paralelo ao vetor normalN de

F(γ ,δ ).

Logo, o plano tangente deF(γ ,δ ), coincide com o plano retificante deγ emγ(s).
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Além disso, comoδ é ortogonal aN (pois N = (γ ′+uδ ′)× δ ), segue queδ está no plano

retificante.

Entãoδ (s) = λ (s)t(s)+µ(s)b(s), ondet(s) = γ ′(s) eb(s) é o vetor binormal deγ.

Temos que mostrar queδ = mD̃.

Derivando a expressão deδ , temos

δ ′(s) = λ ′(s)t(s)+λ (s)t′(s)+µ ′(s)b(s)+µ(s)b′(s)

= λ ′(s)t(s)+µ ′(s)b(s)+(λ (s)κ(s)−µ(s)τ(s))n(s).

Então

det(γ ′(s),δ (s),δ ′(s)) = det(t(s),λ (s)t(s) + µ(s)b(s),λ ′(s)t(s) + µ ′(s)b(s) + (λ (s)κ(s) −
µ(s)τ(s))n(s)) =−µ(s)(λ (s)κ(s)−µ(s)τ(s)).

ComoK(s,u) = 0⇔ det(γ ′(s),δ (s),δ ′(s)) = 0, temos que

−µ(s)(λ (s)κ(s)−µ(s)τ(s)) = µ(s)(µ(s)τ(s)−λ (s)κ(s)) = 0,

o que significa queµ(s) = 0 ouµ(s)τ(s)−λ (s)κ(s) = 0.

Se existir um pontos0 tal queµ(s0) = 0, entãoδ (s0) = λ (s0)t(s0), o que é absurdo, já queF

é transversal às geratrizes.

Assim,µ(s)τ(s)−λ (s)κ(s) = 0, ou seja,µ(s)τ(s) = λ (s)κ(s).

Logo

δ (s) = λ (s)t(s)+µ(s)b(s)

= λ (s)t(s)+
λ (s)κ(s)

τ(s)
b(s)

= λ (s)
(

t(s)+
(κ

τ

)
(s)b(s)

)
= λ (s)D̃.

Portanto,F(γ ,δ ) é a superfície retificável desenvolvível deσ(s).

Como consequência, temos a seguinte caracterização de superfícies cilíndricas.

Corolário 5 Suponha que F(γ ,δ ) é uma superfície desenvolvível não-singular. Se existe umahélice

generalizada com curvatura não-nula em F(γ ,δ ) que é uma geodésica de F(γ ,δ ), então F(γ ,δ ) é uma

superfície cilíndrica.

DemonstraçãoComoσ(s) é geodésica deF(γ ,δ ), que é transversal às geratrizes (F é não-singular) e

F(γ ,δ ) é desenvolvível, segue do Teorema 3 queF(γ ,δ ) é a retificável desenvolvível deσ(s). Comoγ é

uma hélice generalizada, segue da Proposição 11 queF(γ ,δ ) é uma superfície cilíndrica.
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Aqui temos outra caracterização de superfícies cilíndricas.

Corolário 6 Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s) + uδ (s) uma superfície regrada não-singular. Se existe uma

geodésica planar de F(γ ,δ ) com curvatura não-nula que é perpendicular às geratrizes emqualquer

ponto, então F(γ ,δ ) é uma superfície cilíndrica.

DemonstraçãoPelas fórmulas de Frenet-Serret, uma geodésica planar é umalinha de curvatura.

De fato, temos que o vetor normal da superfície é paralelo ao vetor normal da curva.

n′(s) =−κ(s)t(s)+ τ(s)b(s) e do fato queτ(s)≡ 0, temos quen′(s) =−κ(s)t(s).

Logo,N′(s) =−κ(s)σ ′(s), ou seja,σ(s) é linha de curvatura.

Comoσ é linha de curvatura,σ ′ é direção principal. Da hipótese da geodésica ser perpendi-

cular às geratrizes, segue que em cada ponto a geratriz é uma direção principal.

Então,dNp(σ ′) = k1σ ′ edNp(δ ) = k2δ . Como a seção transversal deF na direção deδ é uma

reta, segue queκ2 = 0. Logo,K = κ1κ2 = 0. Isto significa queF(γ ,δ ) é uma superfície desenvolvível.

Desde que qualquer curva plana é uma hélice generalizada, pois a torção é nula e dessa forma
τ
κ
≡ 0, segue do Corolário 5 queF é uma superfície cilíndrica.

Vamos agora considerar curvas assintóticas sobre superfícies regradas. Para isto, precisaremos

do seguinte lema.

Lema 1 Seja{e1,e2} a base canônica do plano euclidianoR2. Sejamv1, v2 vetores unitários em

R
2. Assuma queλ > 0 e α escolhido tal quev1 = λ (e1+αe2). Entãov2 = λ (e1−αe2) se, e só se,

v2 ·e1 = v1 ·e1 ev1 ·v2 =
1−α2

1+α2 .

DemonstraçãoAssumav2 = λ (e1−αe2).

v2 ·e1 = λ (e1−αe2) ·e1 = λ .

v1 ·e1 = λ (e1+αe2) ·e1 = λ .

Assim,v2 ·e1 = v1 ·e1.

Agora,v1 ·v2 = λ (e1+αe2) ·λ (e1−αe2) = λ 2(1−α2).

Observe quev1 = λ (e1+αe2)⇒‖v1‖2 = ‖λ‖2‖(e1+αe2)‖2 ⇒ λ 2 =
1

1+α2 .

Então,v1 ·v2 =
1−α2

1+α2 .

Para a recíproca, considerev1 = (x1,y1) ev2 = (x2,y2).

Comov1 = λ (e1+αe2), temos(x1,y1) = λ ((1,0)+α(0,1))⇒ x1 = λ ey1 = λα.

Dev2 ·e1 = v1 ·e1, temos
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(x2,y2).(1,0) = (x1,y1).(1,0)⇒ x2 = λ .

E dev1 ·v2 =
1−α2

1+α2 , temos(x1,y1).(x2,y2) =
1−α2

1+α2 ⇒ y2 =−λα .

Dessa forma,v2 = (λ ,−λα) = λ (e1−αe2).

Consideraremos a partir de agora uma superfície regradaF(γ ,δ )(s,u) = γ(s) + uδ (s) não-

singular emγ(s). Se a curvatura gaussiana é negativa ao longo deγ(s), então há duas direções

principais diferentese1(s), e2(s) ao longo deγ(s) com curvaturas principaisk1(s), k2(s), respectiva-

mente. Podemos assumir‖ei(s)‖= 1.

Temos a seguinte proposição.

Proposição 15Sob a situação descrita, temos queγ(s) é uma curva assintótica se, e só se,

γ ′(s).e1(s) = δ (s) ·e1(s) e γ ′(s) ·δ (s) = k1(s)+k2(s)
k2(s)−k1(s)

.

DemonstraçãoComoK < 0, κ1 e κ2 têm sinais opostos, considere então dois vetores tangentesa

F(γ ,δ ) emγ(s) dados porv1 = e1(s)+

√

−k1(s)
k2(s)

e2(s) e v2 = e1(s)−
√

−k1(s)
k2(s)

e2(s).

SejaN o vetor unitário normal deF(γ ,δ ) emγ(s).

Assim,−dN(e1) = k1e1 e−dN(e2) = k2e2. Temos

−dN(v1) ·v1 =−dN(e1(s)+

√

−k1(s)
k2(s)

e2(s)) · (e1(s)+

√

−k1(s)
k2(s)

e2(s)) = 0.

−dN(v2) ·v2 =−dN(e1(s)−
√
−k1(s)

k2(s)
e2(s)) · (e1(s)−

√
−k1(s)

k2(s)
e2(s)) = 0.

Assim,v1 ev2 fornecem direções assintóticas emγ(s), já que a curvatura normal é zero.

Como por hipótese a curvatura gaussiana é negativa emγ(s), temos queF possui exatamente

duas direções assintóticas, conforme [2].

Assim, comoδ (s) dá uma direção assintótica, podemos assumir que

δ (s) = λ (s)(e1(s)+

√
−k1(s)

k2(s)
e2(s)) em queλ (s) =

1√
1− k1(s)

k2(s)

.

Seα =

√

−k1(s)
k2(s)

, então
1−α2

1+α2 =
k2+k1

k2−k1
.

Por hipótese,γ é curva assintótica, assimγ ′ dá uma direção assintótica e então podemos es-

creverγ ′(s) = λ (s)(e1(s)−α(s)e2).

Utilizando o lema anterior, temos queγ(s) é uma curva assintótica se, e só se,γ ′(s) ·e1(s) =

δ (s) ·e1(s) e γ ′(s) ·δ (s) = k1(s)+k2(s)
k2(s)−k1(s)

.

O corolário a seguir é análogo ao teorema de Bonnet sobre geodésicas em superfícies regradas.
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Corolário 7 Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+uδ (s) uma superfície regrada não-singular emγ(s). Assuma

queγ(s) é uma curva assintótica de F(γ ,δ ) e denote por ki(s) com i= 1,2as duas curvaturas principais

diferentes emγ(s). Então as seguintes condições são equivalentes:

(a) o ângulo entreγ ′(s) e δ (s) é constante;

(b)

(
k1

k2

)
(s) é constante.

Demonstração(a) ⇒ (b) Notemos que mostrar que

(
k1

k2

)
(s) é constante é equivalente mostrar que

(
k1

k2

)′
(s) = 0, ou ainda quek′1(s)k2(s)−k1(s)k′2(s) = 0.

Pela Proposição 15, temos queγ ′(s) ·δ (s) = k1(s)+k2(s)
k2(s)−k1(s)

. Por hipótese,γ ′(s).δ (s) é cons-

tante; assim(γ ′(s).δ (s))′ = 0.

Então

(
k1(s)+k2(s)
k2(s)−k1(s)

)′
= 0⇒ k′1(s)k2(s)−k1(s)k

′
2(s) = 0 .

Portanto,

(
k1

k2

)
(s) é constante.

(b) ⇒ (a) Por hipótese,

(
k1

k2

)
(s) é constante⇒

(
k1

k2

)′
(s) = 0 ⇒

(
k1(s)+k2(s)
k2(s)−k1(s)

)′
= 0 ⇒

(γ ′ ·δ )′ = 0 ⇒ γ ′ ·δ é constante.

Vimos anteriormente que a curvatura média da superfície normal principal se anula ao longo

de γ; além disso, vimos também queγ é uma curva assintótica deF(γ ,n). Veremos a seguir que a

recíproca é também verdadeira. Chamaremos decurva assintótica mínimauma curva assintótica cuja

curvatura média se anula ao longo dela.

Teorema 4 Seja F(γ ,δ )(s,u)= γ(s)+uδ (s) uma superfície regrada eσ(s) uma curva em F(γ ,δ ). Então

as seguintes condições são equivalentes.

(a) F(γ ,δ ) é a superfície normal principal deσ(s).

(b) A curvaσ(s) é uma curva assintótica mínima de F(γ ,δ ) que é transversal às geratrizes.

Demonstração(a)⇒ (b) já foi mostrado na seção 3.2.

(b) ⇒ (a) Comoσ é uma curva assintótica mínima, temos que a curvatura média se anula ao

longo deσ . Assim,H = κ1+κ2 = 0.

Pela Proposição 15, temos

γ ′ ·δ =
κ1+κ2

κ2−κ1
= 0⇒ γ ′ ·δ = 0.

Assim,γ ′ e δ são ortogonais.
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Da hipótese deσ ser uma curva assintótica, temos queδ é paralelo à direção normal principal

deσ . Entãoδ = n, o que significa queF(γ ,δ ) é a superfície normal principal deσ(s).

Temos agora uma caracterização de helicóides.

Proposição 16Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+uδ (s) uma superfície regrada não-singular. Se existem três

curvas assintóticas mínimas disjuntas em F(γ ,δ ) que são transversais às geratrizes, então F(γ ,δ ) é um

helicóide. Neste caso, curvas assintóticas mínimas que sãotransversais às geratrizes são hélices

circulares.

Demonstração

Pelos cálculos feitos no capítulo 2 para encontrar a curvatura média de uma superfície regrada

em geral, temos

H(s,u) =
−2(γ ′(s).δ (s))det(γ ′(s),δ (s),δ ′(s))+det(γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s),γ ′(s)+u(s)δ ′(s),δ (s))

2(EG−F2)
3
2

.

Podemos reescrever essa expressão como segue

H(s,u) =
u2det(δ ′′,δ ′,δ )+u[det(γ ′′,δ ′,δ )+det(δ ′′,γ ′,δ )]+det(γ ′′,γ ′,δ )−2(γ ′.δ )det(γ ′,δ ,δ ′)

2(EG−F2)
3
2

Observamos que a curvatura média é uma função quadrática deu.

Sejamσ1(s), σ2(s) e σ3(s) as curvas assintóticas mínimas disjuntas dadas na hipótese. Por

definição, a curvatura média se anula emσ1(s), σ2(s) e σ3(s). Sendo assim, temos três valores que

anulam uma função quadrática, o que significa queH ≡ 0 emF(γ ,δ ). Portanto,F(γ ,δ ) é uma superfície

mínima.

Por um resultado clássico conhecido [4], temos que a superfície regrada mínima é um helicóide

ou um plano.

Neste caso, cada curva assintótica mínima transversal às geratrizes é uma hélice circular.

ObservaçãoSejaσ(s) = γ(s)+ u(s)δ (s) uma curva emF(γ ,δ ). Suponha queF(γ ,δ ) é não-

singular emσ(s). Assim,σ(s) é transversal às geratrizes.

Dessa forma,σ ′(s) = γ ′(s)+u(s)δ ′(s)+u′(s)δ (s) = Fs(s,u(s))+u′(s)Fu(s,u(s)).

Assim,σ(s) é uma curva assintótica se, e só se,

det(γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s),γ ′(s)+u(s)δ ′(s),δ (s))+2det(δ ′(s),γ ′(s),δ (s))u′(s) = 0.
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De fato,σ(s) é uma curva assintótica se, e somente se,σ ′′ ·N = 0, ondeN é o vetor normal

deF(γ ,δ ). Temos que

σ ′′(s) = γ ′′(s)+u′(s)δ ′(s)+u(s)δ ′′(s)+u′′(s)δ (s)+u′(s)δ ′(s)

= γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s)+2u′(s)δ ′(s)+u′′(s)δ (s).

Então

(γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s)+2u′(s)δ ′(s)+u′′(s)δ (s)) · (γ ′(s)+u(s)δ ′(s)×δ (s)) = 0

⇔ det(γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s)+2u′(s)δ ′(s)+u′′(s)δ (s),γ ′(s)+u(s)δ ′(s),δ (s)) = 0

⇔ det(γ ′′(s)+u(s)δ ′′(s),γ ′(s)+u(s)δ ′(s),δ (s))+2det(δ ′(s),γ ′(s),δ (s))u′(s) = 0.

Sob a afirmação queK(s,u(s)) < 0 e pelo visto na Proposição 8 do Capítulo 2,σ(s) é uma

curva assintótica mínima se, e só se,u′(s) =−δ (s) · γ ′(s).

Teorema 5 Seja F(γ ,δ )(s,u) = γ(s)+ uδ (s) uma superfície regrada não-singular. Se existem duas

curvas assintóticas mínimas disjuntas em F(γ ,δ ) que são transversais às geratrizes, então estas curvas

são uma curva de Bertrand e seu par.

Demonstração

Sejaσ1(s) = γ(s)+u1(s)δ (s) e σ2(s) = γ(s)+u2(s)δ (s) curvas assintóticas mínimas trans-

versais às geratrizes.

Pelo Teorema 4,F(γ ,δ ) é a superfície normal principal deσi(s).

Pela observação anterior,u′1(s) =−δ (s) · γ ′(s) eu′2(s) =−δ (s) · γ ′(s). Assim,(u1−u2)
′(s) =

0. Portanto, existe uma constanteA tal queu1(s)−u2(s) = A⇒ u1(s) = u2(s)+A.

Então,σ1(s)−σ2(s) = Aδ (s)⇒ σ1(s) = σ2(s)+Aδ (s).

Sejas o parâmetro comprimento de arco deσ2(s). Assim,δ (s) pode ser considerado o vetor

normal unitário deσ2(s). Logo,F(γ ,δ ) = F(σ2,n) = σ2(s)+vn(s).

Vamos encontrar a expressão da curvatura médiaF(σ2,n).

H(σ2,δ ) =
−2(σ ′

2 ·δ )det(σ ′
2,δ ,δ

′)+det(σ ′′
2 +uδ ′′,σ ′

2+uδ ′,δ )
2(EG−F2)

3
2

.

Portanto, usando as equações de Frenet

H(σ2,δ ) =
vτ ′+v2κ ′τ −v2τ ′κ

2(EG−F2)
3
2

.

Comoσ2 é assintótica mínima, a curvatura média deF se anula ao longo deσ2.

Logo, 0= vτ ′+v2κ ′τ −v2τ ′κ , ou seja,v(τ ′κ −κ ′τ)− τ ′ = 0.

Assim, usando o corolário 3, temos queσ2 é uma curva de Bertrand comσ1 seu par.



CONCLUSÃO

Neste trabalho estudamos hélices generalizadas e curvas deBertrand.

No Capítulo 1 encontramos as definições de hélice generalizada, curvas deBertrand e vetor

de Darboux, importantes para o desenvolvimento das seções subsequentes. Destacamos os resultados

obtidos nos Teoremas 1 e 2 que estabelecem, respectivamente, que toda hélice generalizada pode ser

construída a partir de uma curva plana e que toda curva de Bertrand pode ser obtida de uma curva

esférica.

Dedicamos oCapítulo 2 ao estudo da teoria clássica das superfícies regradas.

No Capítulo 3 reunimos a teoria estudada nos capítulos anteriores em resultados que rela-

cionam duas superfícies regradas em particular, a superfície retificável desenvolvível e a superfície

normal principal, com as hélices generalizadas e as curvas de Bertrand, respectivamente.

As principais contribuições deste trabalho são dadas pela Proposição 2, em que demos uma

demonstração alternativa e na obtenção da evoluta esféricade uma curva na esfera como envelope de

uma família de grandes círculos normais à curva.

Para trabalhos futuros, destaca-se a possibilidade de abordar as propriedades genéricas destas

curvas como aplicação da teoria das singularidades a curvasplanas e esféricas.
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