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RESUMO

Dissertacao de Mestrado
Programa de Pos-Graduagao em Matematica

Universidade Federal de Santa Maria

DINAMICA DE UM SISTEMA PRESA-PREDADOR
COM PREDADOR INFECTADO POR UMA DOENCA

AUTORA: SIMONE OSSANI
ORIENTADOR: LUIZ ALBERTO DIAZ RODRIGUES
Data e Local da Defesa: Santa Maria, 10 de maio de 2013.

O objetivo central deste trabalho é estudar a evolugao temporal e espago-temporal
do sistema tridimensional que descreve uma dinamica presa-predador, onde a populacao de
predadores pode desenvolver uma doenca infecciosa.

Desta forma, os predadores sao divididos em duas subpopulagoes: predadores susceti-
veis e predadores infectados. A taxa com que os suscetiveis se tornam infectados é dada por
uma resposta funcional tipo II, que exibe uma saturacao conforme o ntimero de predadores
suscetiveis aumenta.

Assumimos que a doenca se desenvolve apenas na populacao de predadores e que todos
nascem suscetiveis, ou seja, nao ha transmissao vertical.

No sistema de evolucao temporal, descrito por equacoes diferenciais ordinarias, ana-
lisamos o comportamento assintético do modelo, descrevendo as condicoes necessarias para
a ocorréncia de mudancas qualitativas, relacionando-as ao niimero de reproducgao basico dos
predadores e ao nimero de reproducao basico da doenca. Nas simulacoes numéricas essas
mudancas sao descritas graficamente, a partir da variacao dos parametros que determinam a
eficiéncia de predacao do predador infectado e a taxa de mortalidade de predadores suscetiveis
e infectados.

Partindo da mesma dinamica local, incluimos a variacao espacial e consideramos mo-
vimentacao por difusao para as populagoes, obtendo um sistema descrito por equacoes di-
ferenciais parciais, com o qual podemos observar, além da evolugao temporal, a evolucao
espacial do sistema, ou seja, como as populacgoes se distribuem espacialmente com o passar
do tempo, quando e como ocorrem as invasoes do dominio.

A evolucao temporal do sistema exibe dinamicas complexas, como equilibrios estéaveis,
ciclos limites, oscilagoes periddicas e aperiodicidade. As mesmas dindmicas sao encontradas
no sistema de reagao-difusao, considerando-se que cada ponto do espaco, representado por
x, exibe uma dinamica local. Espacialmente, foram observadas invasoes em forma de frentes
de ondas, tornando as populacoes homogeneamente distribuidas com o passar do tempo.

Palavras-chave: Modelo presa-predador. Modelo ecoepidemiolégico. Doenca no

predador. Numero de reproducao basico. Modelo de Reacao-Difusao.
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The aim of this work is to study the temporal and spatiotemporal evolution of a three-
dimensional system that describes a predator-prey dynamics, where the predator population
can develop an infectious disease.

Thus, the predators are split into two subpopulations: susceptible predators and infec-
ted predators. The rate at which susceptible become infected is described by a Holling type
IT functional response giving saturation when the number of susceptible predators increases.

We assume that the disease develops only in the predators population and that all are
born susceptible, ie, there is no vertical transmission.

In the temporal evolution system, described by ordinary differential equations, we
analyze the asymptotic behavior of the model, describing the necessary conditions for the
occurrence of qualitative changes, relating them to the basic reproduction number of pre-
dators and the basic reproduction number of the disease. In numerical simulations these
changes are graphically described, from the variation of the parameters that determine the
predation efficiency of the infected predator and the mortality rate of susceptible and infected
predators.

Starting from the same local dynamics, we include spatial variation and consider mo-
vement by diffusion to the population, obtaining a system described by partial differential
equations in which we can observe in addition to the temporal evolution of the spatial evo-
lution of the system, or as populations are distributed spatially over time, when and how
invasions occur in the domain.

The temporal evolution of the system exhibits complex dynamics such as stable equi-
librium, limit cycles, periodic oscillations and aperiodicity. The same dynamics are found in
reaction-diffusion system, considering that every point of the space represented by x displays
a local dynamic . Spatially, invasions were observed in the form of wave fronts, making
populations evenly distributed over time.

Keywords: Predator-prey model. Eco-epidemiological model. Disease in the preda-

tor. Basic reproduction number. Reaction-Diffusion model.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Estudos na area de dindmica populacional tém atraido a atencao de muitos profis-
sionais, entre eles, pesquisadores das ciéncias exatas que impulsionados pelo grande avango
tecnologico ocorrido, tém conseguido desenvolver modelos matematicos que retratam muito
bem, através de simulacoes e solucoes numéricas, sistemas naturais de grande complexidade.

De acordo com Stiefs et al. (2009), modelos matematicos sao ferramentas essenciais
para o entendimento de mecanismos responsaveis pela persisténcia ou extingao de espécies em
um sistema natural. Em particular, nas daltimas duas décadas houve um crescente interesse
no estudo de modelos matemaéticos que consideram questoes simultaneas de origem ecologica
e epidemiologica. Enquanto a Ecologia estuda as dinamicas populacionais, a epidemiologia
estuda os efeitos de uma doenca sobre as populacoes. Nos modelos ecologicos a persisténcia
das espécies é em geral desejada. Por outro lado, pesquisas em modelos epidemiologicos
usualmente visam encontrar mecanismos que levem a extincao de parasitas ou infeccoes
(STIEFS et al., 2009). A juncdo das areas de ecologia com epidemiologia recebe o nome de
ecoepidemiologia (KOOI et al., 2011).

Modelos que descrevem dinamicas de doencas infecciosas na populacao de animais
representam uma das mais bem desenvolvidas areas da ecologia matematica, segundo Dwyer
(1992). Nos sistemas presa-predador, epidemias possuem uma tendéncia desestabilizadora,
entretando, uma doenca desenvolvendo-se na populacao de predadores, pode apresentar um
efeito estabilizador (STIEFS et al., 2009).

Neste trabalho desenvolvemos um modelo ecoepidemiologico continuo, em uma dina-
mica presa-predador, com o qual avaliamos os efeitos de uma doenca infecciosa nao especifica
que se desenvolve apenas na populacao dos predadores.

Modelos continuos podem ser descritos por sistemas de equacoes diferencias ordinarias,
onde a varidvel independente é normalmente o tempo, ou por sistemas de equacoes diferenciais
parciais, quando consideramos como variaveis independentes, além do tempo, o espago ou
possivelmente alguma outra variavel independente, por exemplo a idade.

As doencas infecciosas podem ser divididas em duas categorias: aquelas causadas por

microparasitas, que sao os virus e bactérias, ou aquelas causadas por macroparasitas, que sao
os vermes (EDELSTEIN-KESHET, 1988).



Um tipo de modelo utilizado para estudar a dinamica de epidemias é o modelo com-
partimental, onde a populacao é dividida em compartimentos. Um individuo da populagao
pertence a um ou outro compartimento dependendo do seu estado com relacao & doenca.

Neste trabalho, os predadores podem ser classificados como:

a) Predadores Suscetiveis: Individuos nesta classe podem adquirir a doenga se estiverem

expostos a ela. O ntamero de individuos suscetiveis é representado por S.

b) Predadores Infectados: Individuos nesta classe estao infectados e transmitindo a doenga.

O namero de individuos infectados é representado por I.

Estudos mostram que uma doenca infecciosa pode causar efeitos sobre a dinamica de
crescimento de outras espécies que interagem com a populacao infectada, por isso, tem uma
grande importancia quando o controle de populacoes é de interesse.

No mundo natural, espécies nao existem sozinhas. Enquanto uma populacao desen-
volve uma epidemia, a0 mesmo tempo ela também compete com outras espécies por comida,
ou espaco, ou ainda é predadora de outra espécie. Portanto, ¢ mais relevante biologicamente
considerar os efeitos que uma doenca tem na interacao entre as espécies, quando se estuda o
comportamento de modelos epidemiologicos (XTAO; CHEN, 2001).

Um exemplo de controle populacional através de uma doenca induzida ocorreu na
Ilha de Marion, onde no ano de 1949, cinco gatos domésticos foram introduzidos. Os gatos
reproduziram-se rapidamente, desenvolvendo uma populacao de gatos selvagens que causou
um extensivo dano a populagdo de aves marinhas, nativas da ilha (BLOOMER; BESTER,
1992).

A Tlha de Marion possui uma extensdo de aproximadamente 290 km? e localiza-se no
oceano Indico, ao sul da Africa do Sul. E de origem vulcanica, enfrenta baixas temperaturas
e ventos fortes (VAN RENSBURG et al., 1987).

Gatos selvagens sao eficientes predadores. Muito adaptaveis, eles tém sobrevivido a
condicoes indspitas, tanto nas ilhas habitadas, quanto nas desabitadas de populacao humana
(COURCHAMP et al., 2003).

Em 1975 mais de 2000 gatos selvagens habitavam a Ilha de Marion, matando aproxi-
madamente 450000 aves marinhas por ano. Tal predacgao estava levando localmente espécies
de péassaros a extingao, prejudicando todo o ecossistema da ilha. Em 1977, quando a popu-
lagao de gatos foi estimada em cerca de 3405, decidiu-se iniciar um programa de erradicacao
de gatos. Inicialmente, alguns animais foram infectados com o virus da panleucopenia felina,
uma moléstia altamente contagiosa entre a espécie, que provoca altas taxas de mortalidade
principalmente entre filhotes (BLOOMER; BESTER, 1992; NOGALES et al., 2004; VAN
RENSBURG et al., 1987).

A introducao de patogenos requer estudos cuidadosos para garantir que o agente pa-
togénico nao ird infectar espécies nativas e ira resultar na erradicacao ou controle da espécie
alvo (COURCHAMP; SUGIHARA, 1999).

Na ilha, a doenga surtiu o efeito desejado, levando a populacao de gatos ao niimero

de aproximadamente 615 no ano de 1982, quando outros métodos de exterminio foram de-



senvolvidos, visando a extin¢ao total dos gatos (BLOOMER; BESTER, 1992). A populagao
de aves marinhas vagarosamente voltou a desenvolver-se na ilha de acordo com a evolucao
do programa de erradicagao dos gatos (NOGALES et al., 2004).

No entanto, o decréscimo das populacoes de predadores nem sempre resulta no cresci-
mento e estabelecimento das populagoes de presas. Um exemplo disso ocorreu no planalto de
Kaiabab, no Arizona, onde em 1905 existiam aproximadamente 4000 cervos (veados). Como
o animal estava ameacado de extingao, as autoridades locais proibiram a caca dos cervos e
os moradores da regiao iniciaram o exterminio dos seus predadores naturais: pumas, lobos e
coiotes. Essas atitudes resultaram no aumentado da populacao de veados além do forneci-
mento de alimentos, causando uma forte competicao na propria espécie e, em seguida, mais
da metade dos cervos morreram de fome (HETHCOTE et al., 2004). Vivendo uma situagao
de estresse, os animais apresentaram alteracoes hormonais e comportamentais, com reducao
da imunidade e da fertilidade, levando-os novamente ao risco de extingao.

Podemos citar também, alguns dos varios exemplos biologicos para o tipo de interacao
estudada neste trabalho, como a raiva (doenga infecciosa causada por um virus que se instala
primeiro nos nervos periféricos, depois no sistema nervoso central e dali para as glandulas
salivares, de onde se multiplica e propaga) e a sarna (infeccao parasitaria contagiosa da pele)
desenvolvida por raposas e coiotes num sistema em que as presas sao os coelhos. Outro exem-
plo é uma doenca altamente contagiosa provocada pelo virus da cinomose focina, identificado
pela primeira vez em 1988, como a causa da morte de aproximadamente 18000 focas ao longo
da costa norte da Europa, a doenca é também desenvolvida por golfinhos, ambas sao espécies
predadoras de peixes. Aves sao predadoras principalmente de insetos e podem desenvolver
diversos tipos de doengas, como por exemplo, a gripe (causada pelo virus da Influenza), a
doenca de Newcastle, descrita pela primeira vez na Gra-Bretanha, no ano de 1926, através
de observagoes realizadas na cidade de Newcastle, ¢ conhecida também como pseudo peste
aviaria, causada por um virus altamente contagioso que afeta aves silvestres e comerciais.
Ainda, entre outras doencas, a bouba aviaria, também conhecida por variola, afeta todas as
aves e em qualquer idade, ocorrendo com maior frequéncia no verao devido a proliferacao de
mosquitos que disseminam o virus de local para local (VENTURINO, 2002).

Na literatura, encontramos diversos trabalhos onde a doenca infecciosa desenvolve-
se na populacao das presas. Por exemplo, no estudo de Xiao e Chen (2001), um modelo
presa-predador com crescimento logistico para as presas na auséncia dos predadores e taxa
de predagao representada pela resposta funcional tipo I' (uma variagdo do sistema Lotka-
Volterra classico), foi modificado para incluir uma infecgao parasitéaria do tipo SI?, de forma
que as presas infectadas tornam-se mais vulneraveis a predagao. Segundo o autor, individuos
infectados sao menos ativos e podem ser capturados mais facilmente. Com a modificacao

do sistema, apenas presas suscetiveis crescem logisticamente e a taxa com que se tornam

1 A resposta funcional tipo I, também chamada de lei de acdo das massas, considera que a taxa de predacio
é proporcional as densidades de presas e predadores.

2A populacdo de presas pode ser dividida em duas subpopulacoes: presas suscetiveis e presas infectadas.
Uma vez infectadas nao ha recuperagio, ou seja, permanecem infectadas até a morte.
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infectadas é também descrita pela resposta funcional tipo I.

Semelhantemente, em Hethcote et al. (2004), o mesmo modelo inicial (variacdo do
sistema Lotka-Volterra classico) foi modificado , entretanto, neste estudo as presas infectadas
podem recuperar-se, tornando-se novamente suscetiveis (infecgao parasitaria do tipo SIS).

Em Das et al. (2009), podemos observar uma modificacao do modelo desenvolvido
por Hastings e Powell (1991), onde o sistema obtido é descrito por quatro subpopulagoes:
presas suscetiveis, presas infectadas, predadores e superpredadores®. A taxa com que as
presas suscetiveis se tornam infectadas é representada pela resposta funcional tipo L.

Primeiramente, no modelo desenvolvido aqui, consideramos apenas a evolugao tempo-
ral do sistema. Para construi-lo tomamos como referéncia o modelo classico presa-predador,
desenvolvido por Rosenzweig e McArthur (KOOI et al., 2011) e a partir dele, considerando
que a populagao de predadores esta dividida em predadores suscetiveis e predadores infecta-
dos, obtemos um modelo tridimensional, descrito por equacoes diferenciais ordinarias, deno-
minado de modelo NSI, onde o termo NSI denota as populagoes de presas (N), predadores
suscetiveis (S) e predadores infectados (I).

Neste modelo, a populacao das presas na auséncia dos predadores cresce logistica-
mente, limitada pela capacidade suporte do meio K. Nao ha transmissao vertical da doenca,
ou seja, todos os predadores nascem suscetiveis e uma vez infectados permanecem infectados
até a morte. A resposta funcional tipo II é utilizada tanto para representar o mecanismo de
predacao, quanto para indicar a taxa com que os predadores suscetiveis se tornam infectados.

Por conseguinte, incluimos a variacao espacial continua ao modelo NSI, considerando
a movimentacao das populagoes. Como agora o sistema acompanha as mudancas no tempo e
no espaco, as equacoes diferenciais ordinarias utilizadas para descrever a evolucao temporal
do modelo anterior, sao substituidas por equacoes diferenciais parciais. A movimentacao é
representada pela difusao, um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizados por
organismos biologicos. A equagdo da difusdao é uma descri¢gdo macroscopica relativamente
simples de uma movimentacao microscopica completamente aleatoria e independente dos
individuos.

A maioria dos elementos fundamentais em ecologia, como diversidade e dinamicas
populacionais, considerando desde o comportamento individual até o comportamento coletivo
de espécies abundantes, exibem variacao espacial. Modelos de equacoes diferenciais parciais
proporcionam uma fusao entre o movimento dos organismos com os processos populacionais e
por isso, tém sido muito utilizados para esclarecer efeitos da variacao espacial nas populacoes
(HOLMES et al., 1994).

De forma geral, este trabalho nao tem por objetivo o estudo dos aspectos formais e
tedricos como teoremas de existéncia e unicidade de solucoes.

No Capitulo 2, comecamos com a construg¢ao do modelo NSI e com um breve apanhado
historico de como ele foi desenvolvido. A seguir, é feita a analise qualitativa, onde sao

definidos os pontos de equilibrio do sistema e avaliada a estabilidade assintotica para estes

3Um superpredador é uma espécie residente no topo de sua cadeia alimentar, prevalecendo sobre as outras
espécies em um bioma ou ecossistema.
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pontos. Apresentamos também algumas simulacoes numeéricas que descrevem as diferentes
dinamicas possiveis de ocorrer, tal como as mudancas ocasionadas pela variacao de alguns
parametros.

O Capitulo 3 é destinado & construcao do modelo de reacao-difusao, a partir da in-
clusao do espaco e da movimentacao difusiva ao modelo NSI. Expomos um pouco sobre a
importancia em se considerar o espago nos modelos ecolégicos, como eles surgiram e de-
duzimos a equacao da conservagao, que descreve as mudancas na distribuicao espacial dos
individuos. Posteriormente, através das simulacoes numeéricas, observamos graficamente a
evolucao espaco-temporal do sistema.

As conclusoes finais sao reservadas para descrevermos os principais resultados obtidos

e consideracoes sobre trabalhos futuros.



Capitulo 2

O MODELO NSI

O modelo presa-predador cléssico, estudado por Rosenzweig e MacArthur em 1963

(KOOI et al., 2011) & descrito pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

dX X AXY
WZRX(l_E)_B+X’

(2.1)
dY CAXY
dT~ B+ X - DY,

onde X e Y representam as densidades de presas e predadores, respectivamente. A funcao

de crescimento para as presas é descrita pela funcao logistica

RX (1 - %) | (2.2)

onde K representa a capacidade suporte do meio, ou seja, o ntimero de individuos que o
ambiente pode suportar e R é a taxa de crescimento intrinseca da populacao.
A predacgao é descrita pela resposta funcional tipo II (MURRAY, 1989),

AX

- 2.3
B+ X’ (2:3)

P(X)
onde A é a constante de ingestao méaxima, ou seja, a taxa de predacao apresenta uma satu-
racdo quando o nimero de presas aumenta (apetite finito dos predadores). B é a constante
de meia saturacao, isto é, quando X = B a predacdo ¢ igual a A/2.

O comportamento da fungdo ¢(X) pode ser observado na Figura 2.1. Podemos notar
que ¢(X) cresce monotonicamente, aproximando-se de A conforme X aumenta.

Na segunda equagao em (2.1), C' é o fator de conversao de presas em predadores e D
representa a taxa de mortalidade da populagao de predadores.

Desta forma, o modelo assume que quando nao héa interferéncia de predadores, a
populacao de presas cresce logisticamente até atingir a capacidade suporte K. Os predadores
por sua vez, dependem da presenca das presas para sobreviver, sem elas a populacao de

predadores decresce exponencialmente.
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Figura 2.1: Resposta funcional tipo II para A =0,5e B = 5.

O modelo (2.1) foi modificado por Hastings e Powell (1991), que incluiram uma po-

pulacao de superpredadores, de forma a obter o seguinte sistema tridimensional:

(dX X\  AXY

o Rx(1-Z2) - 22

ar —f ( K) B+ X’

A _CAXY o AV (2.4)
T~ B+ X By +Y

A7 ChAY Z

- DQZ7

{ dT =~ By +Y

onde a variavel Z representa a populacao de superpredadores. A interpretacao das equacoes
¢ muito semelhante ao descrito para o sistema anterior, em (2.1). Através do estudo da
dindmica obtida em (2.4), Hastings e Powell demonstraram que interagoes entre presas e
predadores em um sistema tridimensional podem exibir dinimicas cadticas para certos valores
de parametros (DAS et al., 2009).

Nosso objetivo neste trabalho é estudar a influéncia de uma doenca infecciosa, que se
desenvolve na populacao de predadores, em uma dinamica presa-predador. Para isso, a partir
de (2.1), consideramos que a populacdo de predadores Y pode ser dividida em predadores
suscetiveis (denotaremos por P) e predadores infectados (denotaremos por @)). Desta forma,
podemos escrever Y = P+ (). Assumimos que ndo existe transmissao vertical, ou seja, todos
os predadores nascem suscetiveis e uma vez infectados nao ha recuperagdo, permanecem
infectados até a morte.

Uma resposta funcional tipo II também ¢ utilizada para representar a taxa com que
os predadores suscetiveis se tornam infectados, isto é, a taxa de infeccao apresenta uma

saturacao conforme o nimero de predadores suscetiveis aumenta. A partir destas hipoteses,
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obtemos o seguinte sistema:

(dX X AX (P +bQ)
ﬁ_RX(l E) TBEX
dT B+ X By + P 1
dQ  \PQ
i - D
dTT~ By + P 26,

onde R e K sao, respectivamente, a taxa de crescimento especifica e a capacidade suporte do
meio para a populacao de presas. A é a taxa maxima de predacao de ambos os predadores,
A é a forca méxima de infeccao da doenca, b representa a eficiéncia de predacao dos preda-
dores infectados, C e Cy sao os fatores de conversao de presas em predadores, By e By sao
constantes de meia saturacao e Dy e D, as taxas de mortalidade de predadores suscetiveis e
infectados, respectivamente. E importante destacar que todas as constantes utilizadas neste
trabalho sao nao negativas. Também, que a propria notacao enfatiza o significado dos pa-
rametros, onde letras latinas se referem a interagoes populacionais e letras gregas denotam
parametros epidemioldgicos.

Podemos reduzir o nimero de parametros e determinar quais combinagoes controlam

o comportamento do sistema, introduzindo variaveis adimensionais para as populacoes,

e também uma variavel adimensional para o tempo, dada por
t = RT.

Assim, o sistema em (2.5), ap6s a adimensionalizacdo, é escrito na forma:

(AN aN(S + b)

NN - N
N I I
dS _mN(S+ebl) BT o 26)
dt 14+b6N 14+ 6,8
dl  BSI
dt 1+ byS — &,
onde,
AK C, MK ChAK

a = —— e = — /8:—7 m =

BiR’ Cy’ ByR BiR’
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sao os novos parametros adimensionais, escritos como combinacoes dos parametros dimensi-
onais.

A interpretacao biologica das variaveis e parametros adimensionais, é descrita na Ta-
bela 2.1 (KOOI et al., 2011).

Tabela 2.1: Lista de variaveis e parametros do sistema (2.6).

Variaveis Significado

N Densidade da populacao de presas

S Densidade da populagao de predadores suscetiveis

1 Densidade da populagao de predadores infectados

t Tempo

Parametros Adimensionais Significado

a Taxa de procura

b Fator de eficiéncia de predacao do predador infectado

e Fator de eficiéncia de assimilagao do predador infectado
15} Forca méaxima de infeccao vezes constante de saturacao
m Eficiéncia de assimilacao dos predadores

by Taxa de procura vezes tempo de manipulacao

by Inverso da constante de saturacao

dy Taxa de mortalidade do predador suscetivel

ds Taxa de mortalidade do predador infectado

Quando b = 1 a eficiéncia de predagao do predador infectado é a mesma que a eficiéncia
de predacao do predador suscetivel. Se além disso tivermos e = 1, que indica que os fatores
de conversao de suscetiveis e infectados sdo os mesmos (e = %), entao podemos dizer que as
duas subpopulagoes de predadores tém a mesma fungao ecologica no sistema presa-predador,
isto é, predadores suscetiveis e infectados alimentam-se e reproduzem-se, ambos com a mesma

eficiéncia e intensidade.

2.1 Equilibrios e estabilidade

O modelo matematico obtido em (2.6) é descrito por um sistema de equagoes dife-
renciais ordinarias nao-lineares, em que a variavel independente t representa sua evolucao
temporal.

Quando trabalhamos com equacoes nao-lineares, solucoes explicitas raramente exis-
tem. O comportamento futuro do sistema, para tempos pré-determinados, normalmente pode
ser obtido via solu¢ao numeérica (computacional) das equagoes. Entretanto, estamos parti-
cularmente interessados em estudar as propriedades gerais do modelo, como por exemplo,
equilibrios e estabilidade, ou seja, estamos interessados na analise qualitativa do sistema.

Uma série de comportamentos pode ocorrer quando estudamos a evolucao temporal
de sistemas descritos por equagoes nao-lineares, entre eles estao as érbitas peridédicas e quase-

periddicas, ciclos-limite, transientes e caos.
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O primeiro passo para a andlise qualitativa de um sistema é determinar seus pontos
de equilibrio, também chamados de pontos singulares ou solugoes de equilibrio. Tais pontos,

sao os que satisfazem,

dN

ds
- = =0
at

i

dl
pri 0.
Proximo dos pontos de equilibrio, os sistemas nao-lineares, em geral, comportam-
se como sistemas lineares, assim, a estabilidade local pode ser avaliada a partir de uma
linearizacao em torno da solugdo de equilibrio (ver Apéndice A).
O sistema tem quatro tipos de pontos de equilibrio no total, representados por
E;(N,S,I), onde 0 < j < 3. A descricdo de cada um dos pontos de equilibrio é feita a

seguir:
e O equilibrio trivial, que representa a extincao das espécies e serd denotado por

EO(07 Oa 0)7

e O equilibrio axial, que representa o desenvolvimento da populagao de presas e extin¢ao

da populacdo de predadores, serda dado por E;(1,0,0);

e O equilibrio livre de doenca, ou seja, ele representa a coexisténcia de presas e predadores

suscetiveis, enquanto a populacao de predadores infectados é extinta, denotado por
Ey(N', S, 0);

e O equilibrio da coexisténcia entre presas, predadores suscetiveis e predadores infectados,
representado por F3(N*, S* I*).

A matriz Jacobiana (ver Apéndice A) para o sistema (2.6), avaliada em um ponto
arbitrario (N, S, I), é dada por:

gy a5 +bD) __aN __abN

(14 b,N)? 1+0N 1+0N

m(S + ebl) mN 52 ebmN psS
N,S,I) = g - —d -
J(N, S, 1) (1 + b, N)2 1+bN (14 by9)2 ! 1+b6N  14+0bS
BI pS
0 P —d
I (1+b25)2 1+bQS 2 ]

A matriz Jacobiana permite analisar a estabilidade local de cada ponto de equilibrio

do sistema (Apéndice A).

2.1.1 Equilibrio Ey(0,0,0)

Para obter o ponto singular (0,0, 0), fazemos

dN
-0
dt

(2.7)
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na primeira equacao do sistema (2.6), o que implica em,

aN(S+bl)
N1—-N)———=0 2.8
( ) 14+0N (28)
ou ainda,
a(S+0bl)
N{(1—-N)————=| =0 2.9
de onde obtemos que N = 0 satisfaz ‘%Y =0.

Substituindo N = 0 na segunda equacao de (2.6) e considerando

s

o 2.1
obtemos
BS1
- —d;S = 2.11
1+ byS 15 =0, (2.11)
ou ainda,
61
-5 di| =0 2.12
L+@S+1 ’ (2.12)

de onde concluimos que a solucao nula, S = 0 satisfaz % = 0.

Para a tltima equagao diferencial de (2.6), devemos ter

aIr_ (2.13)

d '
Considerando S = 0, obtemos

do =0, (2.14)

ou seja, I = 0 satisfaz % = 0.
Assim, uma solugao de equilibrio para o sistema (2.6) é dada por N =0, S =0 e
I =0, ou conforme nossa notacao, Fy(0,0,0).

A matriz Jacobiana aplicada no ponto (0,0,0) é dada por,

1 0 0
J0,0,00=10 —d 0
0 0 —d

Os autovalores do sistema aparecem na diagonal principal da matriz, de onde podemos
concluir que o equilibrio Fy(0, 0, 0) sera sempre instavel, por apresentar um autovalor positivo,
)\1 = 1
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2.1.2 Equilibrio E;(1,0,0)

Comecamos por S =0 e I = 0 que implicam, respectivamente, em & =0 e 4 = (.

dt dt
J. 4N

Dadas as solugoes nulas para S e I, <

= 0, implica em

N(1—N) =0, (2.15)

o =0.

at
Assim, a segunda solugao de equilibrio para o sistema (2.6) é dada por N =1, S =0

ou seja, N = 1 satisfaz

e I = 0, ou conforme nossa notagao, F1(1,0,0).

A matriz Jacobiana aplicada no ponto (1,0,0) é definida por,

B _a B ab
14b; 140,

J(1,0,0) = 0 m._ 1 ebm
14 b, 14 by

0 0 —dy

onde novamente, os autovalores do sistema sao os elementos contidos na diagonal principal

da matriz triangular superior.

A estabilidade do equilibrio £1(1,0,0) é determinada pelo autovalor T — di, uma
vez que os outros dois autovalores sao negativos. A expressao
m
—di =0 2.16
1+b (2.16)

determina um ponto de bifurcacao transcritica, que ocorre quando um equilibrio que existe
para quaisquer valores de parametros, muda sua estabilidade (passa de estavel para instéavel

ou vice-versa) conforme os parametros variam (STROGATZ, 1994).

De (2.16) obtemos
1
() o
i (745)

) define o nimero de reproducao basico dos predadores e sera

(2.17)

dq 1+b1
denotado por Ry, ou seja,

onde a expressao i( m

(2.18)

1

O termo < representa o tempo de vida de um predador suscetivel e —=

1+b1
de nascimentos dos predadores. Portanto, o produto representado por Ry, indica o niimero

é a taxa

médio de novos predadores, gerados a partir de cada predador existente.

Quando Ry < 1, o equilibrio E; é localmente estavel e apenas a populacao de presas
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se desenvolve. Quando Ry > 1, E; é localmente instavel e a populacao de predadores

suscetiveis pode se desenvolver e invadir o sistema.

2.1.3 Equilibrio E>(N', 5, 0)

Para obter uma expressao para o ponto de equilibrio livre da doenca, partimos das
hipoteses de que N' >0, S" >0e I’ =0.
De (2.9) sabemos que

a(S"+bl')
1—-NH) - =~/ 2.1
(1-N) =2 =0 (219
satisfaz dd—];f =0, e dai obtemos
as’
1-N)=—7"— 2.20
( ) 1+0N' (220)
pois I’ = 0 por hipotese.
Podemos ainda escrever (2.20) como,
bWN — N —bN?=aS —1. (2.21)
Vamos agora avaliar % = 0, de onde obtemos
mN’
S\———=—-d; | =0 2.22
(1 + b N’ 1) ’ (2.22)
e como por hipotese S’ > 0, devemos ter
mN'
—— —d; =0 2.23
1+o N (2:23)

obtendo a expressao para o equilibrio da populacao de presas, dada por

Agora, substituindo (2.24) em (2.21) obtemos

bdi di bd]
m — bldl m — b1d1 (m — b1d1)2

—aS' —1, (2.25)

que com algumas manipulacoes algébricas leva a expressao para o equilibrio dos predadores

suscetiveis, representada por

m(m — dy(1+ b))
a(m — b1d1)2

S = (2.26)



20

Para garantir que S’ > 0 devemos impor a condicao de que

m —dy(1+b) >0, (2.27)
o que implica em
m > dqy(1+ by), (2.28)
ou ainda
1 m
— 1. 2.29
& (1-+b1) - (2.29)

Isto é, (2.27) mostra que o equilibrio Ey é biologicamente viavel se Rg; > 1. Assim

garantimos que também N’ > 0, pois de (2.27) obtemos que
m — bidy > 0. (230)

A matriz Jacobiana para o equilibrio Fy é descrita por

B aS’ aN’ abN' T

1-2N'— —— 5 ——— 1L N

(1+b,N")? 14+ by N L+ bV

S’ mN’ ebmN’ Bs’
N/ S/ 0) = m— —— —d -
J(N',S',0) (14 by N')? 1+b0,N 1 14+bN 14+b5
Bs’

—d

_ 0 0 1105 %

Como o tnico elemento nao-nulo na altima linha é o elemento da diagonal principal,

entao um dos autovalores do sistema, representado por A3, é dado por

_ By iy
NN

3 (2.31)

Os outros dois autovalores podem ser avaliados a partir do sistema bidimensional N S.

A matriz Jacobiana do sistema bidimensional aplicada no equilibrio (N, S") é dada

por
| _ont_ @ aN
(1+DbyN")? 1+ b N
J(N',8") = : (2.32)
mS’ mN’ g
(1+b,N")2 1+ N

Podemos fazer algumas simplificagoes nas expressoes da matriz (2.32), considerando-se
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(2.20), de onde obtemos

1—-N S’
= 2.33
a 1+ blN” ( )
e assim,
1—- N S’
= . 2.34
a(l+0b;N") (14 bN")? (2:34)
Agora, de (2.23), sabemos que
mN'’
—— =d 2.35
1+ N " (2:35)
e também
N’ dy
—_ = — 2.36
1+ blN/ m ( )

Desta forma, dadas as igualdades em (2.34), (2.35) e (2.36), a matriz em (2.32) pode

ser escrita como

, 1— N ad1
1 2N 1+b1N/ m
J(N',S) = . (2.37)
m(1— N') 0
a(l + blN/)

Os autovalores A\; e Ag sd0 obtidos a partir de P(\) = 0 (ver Apéndice A), onde

- N di(1—N")
PA)=X—(1-2N" - —"— —_—. 2.
¥ ( 1+MN> M EINY (2.38)
o dy
De (2.38), substituindo N’ = ————, obtemos
m — bldl
PO =X—(1- 2 mzdibi =iy di(m = dib = di) (2.39)
m — diby m m

Os autovalores obtidos de (2.39) podem assumir valores reais, definidos por

dy(diby (14 b1) +m(1 —by))
2m(d161 — TTL) +

)\1:

\/dl |:d1 (b%d1 + bl (dl — m) + m)2 + 4(b1d1 — m)m (b%d% + bldl (dl — 2m) + m(—d1 + m))
2m(d1b1 — m)

+
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Ay — dl(d1b1<1 + bl) + m(l - bl)) _
2 2m(d1b1 — m)

\/dl [dl (b%dl + b1 (dl — m) + m)2 + 4(b1d1 — m)m (b%d% -+ bldl(dl — 2m) -+ m(—d1 + m))
2m(dlbl — m) ’

ou valores complexos, representados por

! 2m(d11)1 — m)

\/dl |:d1 (b%dl + bl (dl — m) + m)2 + 4(b1d1 — m)m (b%d% + bldl (d1 — 2m) + m(—d1 + m))

+ 2m(d1b1 — m) !

Ay — dl(dlbl(l + bl) + m(l — b1)) _
2 2m(d1b1 — m)

\/dl [dl (b%dl + b1 (d1 — m) + m)2 + 4(bld1 — m)m (b%d% + bldl(dl — 2m) + m(—d1 + m))
- 2m(d1b1 - m) .

Autovalores complexos indicam o aparecimento de trajetorias oscilatorias, que podem
aumentar ou diminuir em amplitude (ver Apéndice B).

Supondo A; e Ay nimeros complexos, suas partes reais sao representadas por

dy(diby (1 +b1) +m(1 —by))
2m(diby —m) ’

Re()\m) =

onde de (2.30), sabemos que o termo (d;b; — m) é negativo.
Desta forma, dados A; e Ay autovalores reais ou complexos, podemos concluir que

existem as seguintes possibilidades para o equilibrio (N’,S"):

e Ambos os autovalores sdo nimeros reais negativos. Neste caso, (N';S") é um equilibrio

estavel;

e Pelo menos um dos autovalores é um namero real positivo, isto &, (N’,S’) é um equilibrio

instavel;

e Os autovalores sao niumeros complexos com diby(1 + by) +m(1 —by) > 0. Neste caso,

(N',S") & um equilibrio estavel;
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e Os autovalores sdo nimeros complexos com diby(1+b1)+m(1—0b1) <0, isto &, (N', 5")

é um equilibrio instavel.

Quando \; e Ay sao autovalores complexos, o ponto em que diby(1+by)+m(1—b;) =0
representa um ponto de bifurcacao de Hopf e préoximo a ele, o plano de fase apresenta o

aparecimento de ciclos limites (ver Apéndice B).

_BY
1+b2S5’

basico da doenca, que denominaremos por Rgy, onde

Rop = — <5—Sl> . (2.40)

A partir do autovalor dado por dy em (2.31), definimos o nimero de reprodugao

dy \ 1+ 025"

Ry pode ser interpretado como o ntimero médio de infectados secundarios causados

por um infectivo numa populacao de suscetiveis. O termo é representa o tempo em que o
/ . ~ .

: fi & ¢ a taxa de infecgao de um novo predador infectado

em contato com uma populacao de predadores suscetiveis.

predador permanece infectado e

Para que o equilibrio Fs seja instavel é suficiente que tenhamos Ry > 1, que biologica-
mente implica em uma possivel invasao de predadores infectados no sistema presa-predador
suscetivel.

Para garantir que E5 seja um equilibrio estavel precisamos que o sistema bidimensional
NS seja estavel e também que a populacao de predadores infectados nao se desenvolva. Tais

condicoes sao satisfeitas quando:
1. Os autovalores \; e Ay sao reais negativos e Ry < 1, ou
2. Os autovalores A\; e Ay sao complexos com dyby(14b1) —m(by —1) > 0e Ry < 1.

Desde que o sistema bidimensional seja estavel, Ry, determina um ponto de bifurcacao

transcritica, ou seja, é o ponto onde ocorre uma mudanca de estabilidade no sistema.

2.1.4 Equilibrio E3(N*, S* I*)

Quando Rgs > 1, obtemos o equilibrio de coexisténcia de presas, predadores susceti-
veis e predadores infectados, ou seja, N* >0, S* > 0e [I* > 0.

As expressoes para este equilibrio sao um tanto complexas. Apenas para a populacao
de predadores suscetiveis é possivel obter uma expressao explicita.

A partir da terceira equagao do sistema (2.6),

dl  BSI

— = — d5I 2.41

dt ~ 1+b,S 27 (2:41)
dI

e considerando a condicao de equilibrio % = 0, obtemos a expressao

dt

dy
St=—"—. 2.42
B — bady (2:42)
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Com auxilio do software Mathematica 7, deduzimos que o equilibrio para a populacao
das presas, representado por N*, é dado pela raiz positiva do polinémio cibico descrito pela

equacao
Qu(N*)® + Qa(N*)? + QsN* + Q4 = 0, (2.43)
onde

= 51(5 - b2d2)(bem - bld2)7
Qs = (B — bady) (b3dy — 2bydy + bem(1 — by)),
Qg = d2(b2d2 — abm + abem + bbgem + abb1d1 - ab1d2 — 2blbgd2 - 6 + 2ﬁb1) - ﬁbem,

Q4 = dy(abdy — ady — bady + B).

Para a populacao de predadores infectados, a expressao do equilibrio dependente de
N* é dada por

_ —bl(ﬁ — bzdz)(N*)2 — (ﬁ — bgdg)(l — bl)N* + 5 - deQ - CLdQ.

]* ab(ﬁ — bzdg)

(2.44)

Assim, concluimos que pode haver no méaximo trés solucoes de equilibrio para N* e
I* obtidas a partir de (2.43) e (2.44), respectivamente e S* dado por (2.42). Nao fizemos o

estudo da estabilidade para este caso, devido a complexibilidade das expressoes.

2.2 Simulacoes

Nesta secao apresentamos algumas simulacoes numéricas para o modelo NSI, des-
crevendo as diferentes dinamicas e solucoes de equilibrios encontradas. Todos os resultados
exibidos aqui, foram obtidos utilizando-se o software Mathematica 7.

As mudancas qualitativas no sistema serao analisadas a partir da variacdo dos para-
metros d; e ds que indicam as taxas de mortalidade dos predadores suscetiveis e predadores
infectados, respectivamente, e também da variacao do parametro b, que representa a eficiéncia
de predacao do predador infectado.

Os parametros restantes sao mantidos fixos, com valores descritos como biologicamente
significativos para o modelo em questdao por Kooi et al. (2011), conforme segue na Tabela
2.2
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Tabela 2.2: Lista de valores dos parametros biologicamente significativos.
(& a m 6 bl bg
1 5 5t 0,13 2,5 1,5

2.2.1 Efeitos do parametro b

Para estudar os efeitos da variacdo do parametro b sobre o sistema (2.6), come¢amos
descrevendo o caso em que b = 1, isto é, a doenca nao exerce influéncia sobre a eficiéncia
de predacao do predador infectado. Consideramos que predadores suscetiveis e infectados
possuem a mesma taxa de mortalidade, representando-a simplesmente por d, ou seja, d =
d1 = dg.

A Figura 2.2 mostra os diagramas de bifurcagoes para as populacoes de presas e
predadores suscetiveis, utilizando d como parametro de bifurcacao. Neste caso a populacao
de predadores infectados nao se desenvolve. A evolucao do sistema apresenta equilibrios
estaveis e ciclos limites estaveis.

Para d > 1,429, o equilibrio F;(1,0,0) é estavel, ou seja, as presas atingem seu ponto
de equilibrio e predadores suscetiveis sao extintos. A regidao entre a bifurcacdo transcritica
(que ocorrem em d = 1,429) e a bifurcacao de Hopf, o equilibrio da coexisténcia de presas e
predadores suscetiveis é estavel. Diminuindo d o sistema apresenta ciclos limites estaveis, a
partir do ponto de bifurcacao de Hopf.

Para pequenos valores de d, os valores minimos das populacoes de presas e predadores
suscetiveis tornam-se perigosamente baixos, levando as populagoes a um risco de extingao.

Na figura, a linha continua descreve equilibrios estaveis e extremos de ciclos limites

enquanto a linha pontilhada descreve equilibrios instaveis.

10

0.8

06

Predadores Suscetiveis

. I I I I 1 I I I h
0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14 0.2 0.4 0.6 0.8 10 12 14

(a) d (b) d

Figura 2.2: (a) Diagrama de bifurcac¢ao para a populagao de presas, com b = 1 e d como para-
metro de bifurcacao. (b) Diagrama de bifurcacdo para a populagio de predadores suscetiveis,
com b =1 e d como parametro de bifurcacao.

As diferentes dinamicas ilustradas na Figura 2.2, para alguns valores especificos de d,
podem ser visualizadas nas simulagoes a seguir.

A Figura 2.3 mostra a estabilidade do equilibrio £;(1,0,0) em que apenas a populagao
de presas sobrevive com o passar do tempo; predadores sdo extintos ( d = 2 e Ry; = 0,714).

Para d = 1, obtemos Rg; = 1,429 e Ry = 0,023. Aqui, o equilibrio Ey(N’,S’,0) é
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—  Presss

—  Pred. Suc.

—  Pred.Inf.

. .
20 30 40
Tempo

Figura 2.3: Condig¢oes iniciais Ny = 0,4;.Sy = 0,5; o = 0,3. (a) Densidade total das popula-
¢oes em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para t variando de 0 & 200.

estavel com N’ = 0,4 e S’ = 0, 24; conforme mostra a Figura 2.4.

(@ -

Figura 2.4: Condigoes iniciais Ny = 0,4;.Sy = 0,5; Ip = 0,3. (a) Densidade total das popula-
¢oes em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para t variando de 0 a 200.

Quando d = 0,6; Rg; = 2,381 e Ryo = 0,038 obtemos um ciclo limite estavel em que
as densidades das populacoes de presas e predadores suscetiveis permanecem oscilando de

forma periodica com o passar do tempo (Figura 2.5).

(a)

Figura 2.5: Condigoes iniciais Ny = 0,4;.Sy = 0,5; o = 0,3. (a) Densidade total das popula-
¢oes em funcao do tempo. (b) Retrato de fase para t variando de 0 a 200.

Quando d = 0,01 obtemos Ry = 2,005, que indica a possibilidade de desenvolvimento

da populacao de predadores infectados. Assim, para 0 < b < 1 e fixando d = 0, 01; a evolucao
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temporal do sistema exibe os casos de coexisténcia das populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados em dinamicas complexas, conforme podemos observar nos
exemplos a seguir.

Para b = 0,5 (eficiéncia de predagao do predador infectado reduzida em 50%), obtemos
um ciclo limite estavel em que as densidades das trés populacoes oscilam de forma periodica
ao longo do tempo, conforme pode ser visualizado na Figura 2.6. A populacao de presas

apresenta densidades menores do que as outras populagoes.

Figura 2.6: Condig¢oes iniciais Ny = 0,4;.Sy = 0,3; o = 0,3. (a) Densidade total das popula-
¢oes em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢t variando de 0 & 1500.

Para b = 0,1 o equilibrio E3(N*,S* I*) é estavel com N* = 0,013, S* = 0,087 e
I* = 1,168. Novamente a populacao de presas adquire uma densidade baixa, e a populacao

de predadores infectados ¢ a que mais cresce. Este comportamento ¢ ilustrado na Figura 2.7.

N
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Figura 2.7: Condic¢oes iniciais Ny = 0,2;.5) = 0,3;Ip = 0,1. (a) Densidade total das popula-
¢oes em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para t variando de 0 & 2000.

Tomando 0 < b < 0,002 como parametro de bifurcacao, com o decrescimento nos
valores de b, o equilibrio estéavel E3(N*,S*, I*) através de uma bifurcacdo de Hopf, torna-se

instavel, apresentando ciclos limites estéveis, conforme pode ser visualizado nos diagramas
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de bifurcagoes da Figura 2.8.
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Figura 2.8: (a) Diagrama de bifurcacdo para a popula¢do de predadores suscetiveis, com
d = 0,01 e b como parametro de bifurcacdo. (b) Diagrama de bifurcacao para a populagao
de predadores infectados, com d = 0,01 e b como parametro de bifurcacao.

Quando b = 0,0001 o sistema apresenta oscilacoes periddicas, com densidades maiores
para a populacao de predadores infectados e densidades mais baixas para presas e predadores
suscetiveis, conforme mostra a Figura 2.9. Os periodos bem definidos encontrados aqui sao
perdidos quando b torna-se zero, conforme pode ser observado na simulacao mostrada na
Figura 2.11.
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Figura 2.9: Condigdes iniciais Ny = 5; Sy = 3; Ip = 2. (a) Densidade total das populagdes em
funcao do tempo. (b) Retrato de fase para t variando de 0 & 2000.

A Figura 2.10 mostra as densidades em fungao do tempo das populagoes de presas e
predadores suscetiveis, possibilitando uma melhor visualizacao das solucoes periddicas.
Para b = 0, os ciclos limites desaparecem e a dinamica é aparentemente cadtica, como

mostra a Figura 2.11.
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Figura 2.10: (a) Densidade total da populacao de presas em fun¢ao do tempo. (b) Densidade
total da populacao de predadores suscetiveis em funcao do tempo.
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Figura 2.11: Condigoes iniciais Ng = 5;5y = 3; [y = 2. (a) Densidade total das populagoes
em funcao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 2000.

A Figura 2.12 ilustra o comportamento das populacoes de presas e predadores susce-

tiveis em funcao do tempo, tornando possivel a vizualisacao das solucoes aperiddicas.
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Figura 2.12: (a) Densidade total da populacdo de presas em fung¢ao do tempo. (b) Densidade
total da populacao de predadores suscetiveis em funcao do tempo.
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2.2.2 Efeitos de taxas de mortalidade d; e ds diferentes

Dinamicas aparentemente cabticas sao também obtidas para d; # do, quando b = 0.
Um exemplo desse comportamento ocorre para d; = 0,01 e dy = 0,006, conforme

pode ser visualizado nas Figuras 2.13 e 2.14.

\J” a \y"
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Figura 2.13: Condigoes iniciais Ng = 4;5) = 3; 1y = 1. (a) Densidade total das populagoes
em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 2000.
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Figura 2.14: (a) Densidade total da populacdo de presas em fun¢ao do tempo. (b) Densidade
total da populacao de predadores suscetiveis em funcao do tempo.

Nas Figuras 2.15 e 2.16, observamos um resultado semelhante ao anterior, obtido para
dy =0,01 e dy, =0,011.

Os efeitos de diferentes valores para as taxas de mortalidade, considerando b = 0,001,
sao ilustrados na Figura 2.17, onde é possivel verificar a regiao de parametros da existéncia
de cada equilibrio, e inclusive uma regiao de ocorréncia de biestabilidades, onde, dependendo
das condigoes iniciais escolhidas, o sistema pode evoluir para diferentes dinamicas.

A regiao le é determinada pelos valores de parametros para os quais Ry < 1, onde

Ry = % (1_7:;)1). Assim, a regiao le é independente dos valores de dy e nela apenas apenas
a populacao de presas se desenvolve.
As regides 2c e 2e localizam-se acima da curva determinada por Ry = 1, onde
1 65‘/ .~ .~ . ~
Rop = g <m> A transicao entre essas duas regioes ocorre em uma bifurcacao de Hopf,

representada por diby(14by) +m(1—0by) = 0. A regido 2c representa a coexisténcia de presas
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Figura 2.15: Condigoes iniciais Ng = 4;5) = 3; 1y = 1. (a) Densidade total das populagoes
em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 2000.
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Figura 2.16: (a) Densidade total da populacdo de presas em fungao do tempo. (b) Densidade
total da populacao de predadores suscetiveis em funcao do tempo.

e predadores suscetiveis em forma de oscilagoes periddicas, 2e representa a coexisténcia esta-
vel das mesmas populacoes. Finalmente, para a regiao determinada por Ry, > 1, localizada
abaixo da curva determinada por Ry = 1, obtemos os casos de coexisténcia estavel entre
presas, predadores suscetiveis e predadores infectados, representada por 3e, e coexisténcia
das mesmas populacoes em forma de oscilacoes periddicas, representada por 3c. As regites

de biestabilidades representada por 2¢/3e e 3¢/3e sao estudadas na proxima subsegao.

2.2.3 Situacoes de biestabilidade

O caso de biestabilidade 2¢/3e, descrito na Figura 2.17, é obtido para d; = 0,25 e
dy = 0,018. Para estes valores de parametros, o sistema, dependendo das condigoes iniciais,
exibe o equilibrio tridimensional estdvel ou um ciclo limite estavel apenas para as populacoes
de presas e predadores suscetiveis, conforme pode ser verificado nas Figuras 2.18, 2.19 e
2.20, onde a primeira delas exibe o equilibrio estavel entre presas, predadores suscetiveis e
predadores infectados.

Conforme ¢é ilustrado pela Figura 2.19, alterando apenas a condicao inicial dos preda-
dores infectados, obtemos um ciclo limite estavel entre presas e predadores suscetiveis. Os

predadores infectados sao extintos.
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Figura 2.17: Diagrama de bifurcacao para os parametros livres dy, dy e b = 0,001. O ntimero
1 se refere ao equilibrio F;(1,0,0), o nimero 2 ao equilibrio Ey(N’,S’,0) e o nimero 3 ao
equilibrio E3(N*,S*,I*). A letra ¢ indica comportamentos ciclicos, e a letra e equilibrios
estaveis.
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Figura 2.18: Condigo6es iniciais Ny = 1; .Sy = 1,5; Iy = 9. (a) Densidade total das populagoes
em funcao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 3000.
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Figura 2.19: Condigoes iniciais Ny = 1; .Sy = 1,5; Iy = 2. (a) Densidade total das populagoes
em funcao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 1500.

Na Figura 2.20, a biestabilidade pode ser observada no retrato de fase, que exibe

ambas as dinadmicas, conforme a condicao inicial dos predadores infectados varia.
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Figura 2.20: Condicoes iniciais Ny = 1;5) = 1,5; [ =2; [g =4; [0 =6; [y =8 e [, = 10 .
Retrato de fase para t variando de 0 a 1000.

Apesar de ser um resultado matematicamente interessante, esta biestabilidade parece
nao possuir muito sentido biologico, uma vez que as simulagoes foram obtidas fora da regiao
viavel d; < ds, ou seja, biologicamente ¢é esperado que a taxa de mortalidade dos predadores
infectados seja igual ou maior que a taxa de mortalidade dos predadores suscetiveis.

Um caso mais relevante (caso 3c¢/3e), ocorre para d; = 0,016 e dy = 0,017. Para estes
valores de parametros, o sistema, dependendo das condigoes iniciais, exibe um equilibrio
estavel (Figura 2.21) ou um ciclo limite estével (Figura 2.22) para as populagoes de presas,

predadores suscetiveis e predadores infectados.
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Figura 2.21: Condigoes Iniciais Ny = 1,2;.Sy = 2; Iy = 14. (a) Densidade total das populagoes
em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 1000.

Conforme podemos visualizar na Figura 2.22, alterando apenas a condicao inicial dos
predadores infectados, obtemos um ciclo limite tridimensional estavel.

Na Figura 2.23, a biestabilidade pode ser observada no retrato de fase, que exibe
ambas as dinamicas, conforme a condicao inicial dos predadores infectados varia.

Um resultado semelhante é obtido para d; = 0,018 e dy = 0,02; conforme mostra a
Figura 2.24.
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Figura 2.22: Condigoes Iniciais Ny = 1,2;.Sy = 2; Iy = 12. (a) Densidade total das populagoes
em fungao do tempo. (b) Retrato de fase para ¢ variando de 0 a 1000.

Figura 2.23: Condicgoes Iniciais Ny = 1,2; 5y = 2; Iy = 12 e Iy = 14. Retrato de fase para t
variando de 0 a 1000.

n

Figura 2.24: Condicoes Iniciais Ny = 0,3; 5 = 0,2; 5 = 10,1 e Iy = 12, 1. Retrato de fase
para t variando de 0 a 1000.



Capitulo 3

O MODELO NSI COM
MOVIMENTACAO POR DIFUSAO

Por muito tempo, as pesquisas teoricas em populagoes de seres vivos estiveram volta-
das, principalmente, para as variacoes temporais desconsiderando as influéncias que o espaco
exerce sobre as dinamicas populacionais. No entanto, nas tltimas décadas o interesse nos
aspectos espaciais das populagoes teve um crescimento muito significativo. Uma das causas
para esse interesse ¢ a fragmentacao da paisagem devido as atividades humanas e a ameaca
que ela causa para a sobrevivéncia das espécies (YLIKARJULA et al., 2000). Além disso,
a inclusao do espaco em modelos mateméticos, pode produzir resultados diferentes daqueles
obtidos em sistemas espacialmente implicitos.

O estudo do modelo de competicao Lotka-Volterra e do modelo parasitdide-hospedeiro
de Nicholson e Bailey, descreve previsoes tedricas para ambos os casos, de extincao e insta-
bilidade populacional. Entretanto, a observacao das populacoes no mundo natural, revelou
dinamicas diferentes das apresentadas pela teoria. Esta divergéncia entre os resultados teori-
cos e as observacgoes pode ter sido causada por diversos fatores, entre eles, o mais importante
talvez seja a omissao do espago. O espaco pode desempenhar um papel relevante para a
estabilidade populacional (SOLE; BASCOMPTE, 2006).

Kot (2001), descreve a importancia do estudo de modelos espacialmente estruturados
devido & heterogeneidade dos ambientes. De acordo com a localizacao geografica, individuos
podem encontrar locais propicios a reproducao e sobrevivéncia ou locais improprios para tal.
Os recursos, muitas vezes, estao distribuidos de forma irregular no espaco. Ainda que o
ambiente seja homogéneo, as populagoes podem ter condigoes iniciais heterogéneas. Pode
ocorrer também, de diferentes espécies terem diferentes taxas de movimentacao. No caso
disso acontecer em um sistema presa-predador, podera haver a formacao de padroes espaciais,
mesmo em ambientes homogéneos.

Dada a importancia de incluir o espaco e sendo que nao encontramos na literatura
nenhum estudo espaco-temporal para o modelo NSI, formulamos o sistema que considera a
variacao espacial e também a movimentacao das populacoes, considerando a dinamica local

do sistema ecoepidemiologico presa-predador, estudado no capitulo anterior.
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Utilizamos equacoes diferenciais parciais para descrever o modelo que evolui no tempo
e no espaco, considerando movimentagao aleatoria dos individuos.

A difusao representa um dos mais importantes mecanismos de transporte utilizados
por organismos biol6gicos. Em uma populacao de seres vivos, por exemplo, células, bactérias,
animais, cada individuo geralmente movimenta-se de maneira aleatoéria, e assim, espalham-se
pelo espaco, como resultado desta dispersao irregular e individual. Este movimento micros-
copico individual, que resulta em um modelo macroscopico para o movimento coletivo da
populacao, é denominado de processo de difusao (MURRAY, 1989).

A abordagem classica para a difusao é descrita pela lei de Fick. Ela estabelece que
o fluxo de individuos (denominado por J) é proporcional ao gradiente de concentracdo e na
direcao contraria as maiores concentragoes, isto é

J=- @, (3.1)
ox
onde p(z,t) é a densidade de individuos no ponto z e no instante t e K > 0 é o coeficiente de
difusao que mede a intensidade da movimentagao dos individuos. Este coeficiente pode ser
uma constante ou uma funcao dependente da posicao geogréfica, da densidade populacional,
etc.

Outras formas de movimentacao poderiam facilmente ser incorporadas ao sistema,
como taxia ou convecgao-difusao, por exemplo. No entanto, seus termos mais complexos
que o termo da difusao, certamente complicariam um pouco a anélise e solu¢ao numérica do
sistema.

Embora a equacao da difusao tenha uma caracteristica matematica simples, ela tem
sido usada eficazmente para descrever o movimento de numerosos seres vivos. De acordo com
Murray (1989), modelos difusivos formam uma base razoavel para o estudo da dispersdo de
insetos e animais.

Equacoes diferenciais parciais que modelam crescimento populacional com movimen-
tacao por difusao sao também chamadas de equagoes de reagao-difusao.

Os modelos biologicos descritos por EDP’s comecaram a ser estudados por K. Pearson
e J. Blakeman no inicio de 1900. Em meados de 1930, entre outros, R. A. Fisher aplicou o uso
de EDP’s a distribuigao espacial de genes e doencas. Na década de 50, Skellam (1951), foi um
dos primeiros a utilizar a equagao da difusao para modelar a movimentacao de populacoes na
natureza. Segel et al., (1977) aplicaram uma equagao de reagao-difusao no estudo de dispersao
de bactérias (EDELSTEIN-KESHET, 1988). A partir dai, modelos semelhantes tém sido
usados para descrever, desde problemas relacionados a virus e individuos moleculares, até
plantas, insetos e vertebrados.

Para formular o sistema que estudaremos neste capitulo, é necessario uma abordagem
sobre a equacao de conservacao. Equacoes diferenciais parciais que descrevem movimen-
tacoes e redistribuigcoes espaciais sao obtidas, fundamentalmente, por meio do principio de
conservacao, também conhecido por lei de balanceamento.

Para a deducao da equacao de conservagao, consideramos as seguintes hipoteses:



37

a) O movimento ocorre em um espago unidimensional, por exemplo, em um tubo, com

variacao espacial representada por x;
b) A area da segao transversal do tubo é constante ao longo de todo o seu comprimento.

A lei do balanceamento estabelece que mudancas em uma determinada concentracao

(densidade) em um dominio, ocorrem como consequéncia dos seguintes resultados:
i) Fluxo de individuos para dentro e para fora da regiao através das fronteiras em = e x+ Ax;

ii) Processos que produzem e eliminam individuos (nascimentos e mortes, por exemplo) na

regidao (z,z + Azx).

Assim, para a construcao da equacao de conservacao, sao necessarios os seguintes

ingredientes basicos:
e p(x,t) = densidade de individuos da populac¢ao considerada;

o J(x,t) = fluxo de individuos em (x,t) ou nimero de individuos atravessando uma

unidade de area por unidade de tempo;
e f(z,t) = nimero de individuos criados ou eliminados por unidade de volume em (z,1).

Descrevemos por J(z,t) e J(x + Az, t) os fluxos de individuos através das secoes
transversais em = e x + Az. Além disso, AV é o elemento de volume de comprimento A,
ou seja, AV = AAzx, onde A é a area da secao transversal do tubo.

Desta forma, a taxa de varia¢gdo do niimero de individuos em (z, x + Az) por unidade

de tempo, é descrita pela equacao

%[p(x, t)AAz] = J(x,t)A — J(z + Az, t) A+ f(x,t)AAx, (3.2)

onde dividindo todos os termos por AAz, obtemos

op(z,t)  J(z,t) — J(x + Ax,t)

= i + f(x,1). (3.3)

Em (3.3), tomando o limite quando Az — 0, obtemos a equagdo unidimensional de
conservacao, representada por

Op(z,t) 0J(x,t)

o =+ f(@t). (3-4)

A equacao (3.4) pode ser aplicada a inimeros problemas especificos. Basta determinar
os termos J e f de maneira que as principais caracteristicas dos mecanismos de movimentagao
e de criacao dos individuos sejam contempladas (EDELSTEIN-KESHET, 1988).

Desta forma, sendo J o fluxo difusivo representado por (3.1), f as fun¢oes descritas

pelo modelo em (2.5) e X(y,T), P(y,T), Q(y,T) as densidades das populagoes de presas,
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predadores suscetiveis e predadores infectados, respectivamente, no ponto y e no instante 7,

a partir da equagao da conservacao dada por (3.4), obtemos o seguinte sistema de EDP’s:

(90X 9 0X X\ AX(P+bQ)
8_T_8_y(K18_y>+RX<1_f>_317’

— DP, (3.5)

OP _ 9 (. 0P\ | AX(CiP+GiQ)  APQ
oT — ay \" oy B+ X B, + P

0Q 0 (. 0Q\ . APQ
| 9T 0y (K36y)+BQ+P D:@,

onde K1, K5, K3 sao os coeficientes de difusao de cada uma das populagoes. Quanto maior o
valor de K;, 1 < i < 3, maior a motilidade da populagao.

Consideramos que K7, K5, K3 sao valores constantes, desta forma, o sistema em (3.5)
pode ser descrito por:
([ 0X 0?X (1 X> AX(P+bQ)

= = K,——= +RX
or ~ "o " K Bi+X

) 0P _ . P LAX(GP+GHQ) - APQ
T — 7 oy? B + X By + P

— D\P, (3.6)
9Q _ . *Q  APQ

= — DsQ.
| a7 38y2+Bg+P 2@

De forma semelhante ao efetuado no Capitulo 2, uma adimensionalizacao do sistema

(3.6) pode ser obtida fazendo:

X P Q Y AK Cs AK
N = S=—, I= t=RT = = — = — = —
K7 K7 K7 ) x /—k‘Q/R7 a BlR7 € Clv BQR7
ChAK K K D, D,y Ky K3
=—\ ==, bb=—, d=— do=—, l1=—, I,=—.
m BlR ) 1 Bl7 2 BQ7 1 R7 2 R7 1 KQ’ 2 K2
Assim, o sistema adimensionalizado adquire a seguinte forma:
( ON O*N aN (S +bl)
—=4—+N1-N)— ——=
g~ g TNUEN) - N
2 N 1 1
9S 0°S  mN(S +ebl) BS 4.5, (3.7)

o092 1+ nN 1+ bS

oI 01 BSIT

9L _ Al
L ot = o2 T 1,5 B

onde os novos parametros [y e [y, representam os coeficientes de difusao adimensionais de
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presas e predadores infectados, respectivamente.
A movimentacao espacial das populacdes, em geral, ndo ocorre em um espaco uni-
dimensional. No entanto, optamos por construir um modelo unidimensional por diversos

motivos:

e O modelo unidimensional simplifica tanto a andlise, como também as simulacoes e
o tempo demandado por elas. Além disso, dinamicas de dispersao em modelos uni-
dimensionais sao, com frequéncia, muito semelhantes qualitativamente as dinamicas

bidimensionais correspondentes;

e Modelos unidimensionais sao particularmente adequados quando considera-se um es-
paco fisico de comprimento significativamente maior do que a largura e também em
processos de invasao iniciados pontualmente no plano nos quais ha formacao de frentes
de invasao aproximadamente circulares. Em tais casos, o espalhamento radial em uma

dire¢do pode ser descrito por um modelo em uma dimensao (DWYER, 1992).

3.1 Simulacoes

Nesta secao vamos apresentar algumas simulagoes obtidas utilizando-se o software
Mathematica 7, para o modelos NSI com movimentacao espacial por difusao, descrito por
(3.7).

O dominio escolhido para a variacao espacial nas simula¢oes é dado por z € [—10, 10].
Consideramos que o ambiente esteja limitado por algum tipo de barreira (rios, montanhas,
etc) que impossibilite a passagem de individuos pelas fronteiras. Matematicamente, queremos

dizer que o fluxo definido por (3.1) deve ser igual a zero nas fronteiras, ou seja,

ON 0S oI

%_%—87:0’ em x=-10 e xz=10. (3.8)

Aqui, novamente utilizamos os valores de parametros descritos pela Tabela 2.2. Apre-
sentamos simulacoes para diferentes valores dos coeficientes de difusao de presas e predadores
infectados, [; e Iy, das taxas de mortalidade de predadores suscetiveis e infectados, d; e ds, e

da eficiéncia de predagao dos predadores infectados, b.

3.1.1 Simulagao para a regiao de estabilidade do equilibrio F;(1,0,0)

As simulacoes apresentadas nesta subsecao foram obtidas com base nos seguintes

parametros e condicoes iniciais:
o dy =2;dy=2;b=1;

° 11:0,1,1220,1,
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e Condicoes iniciais dadas por N(z,0) =0,8; S(z,0) = f(z) e I(z,0) = g(z), onde

)L ose ze(-1,1]
fe) = { 0; se x¢|[-1,1],

0,6; se xz€[-0,5;0,5]
g(x) =
0; se x & [-0,5;0,5].

Os valores atribuidos aos coeficientes de difusdo, l; e l3, sendo que [} = K;/Ks e Iy =
K3/ K5, determinam que a populacao de predadores suscetiveis possui uma movimentacao
significativamente maior do que as populagoes de presas e predadores infectados. Desta forma,
estamos considerando que a doenca afeta a capacidade de movimentacao dos predadores.

As condigoes iniciais foram escolhidas de forma que a populacao de presas, para t = 0,
esteja homogeneamente distribuida, isto ¢, com a mesma densidade em cada ponto do espaco.
Para os predadores, consideramos uma distribuicao inicial apenas em um intervalo no centro
do dominio, de onde as populacoes podem ou nao se espalhar pelo restante do espaco. Desta
forma, estamos avaliando as possibilidades de ocorrer ou nao uma invasao espacial por parte
dos predadores e que consequéncias isso pode causar na populacao de presas que inicialmente
encontra-se estabelecida por todo o dominio.

Na Figura 3.1, podemos observar que com o passar do tempo a populacao das presas
é a unica que se desenvolve e mantém sua populacao total constante. Os predadores sao

extintos.
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Figura 3.1: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

Os mesmos resultados sao obtidos nas Figuras 3.2, 3.3 e 3.4, agora descrevendo o
comportamento espacial das populacoes.

Na Figura 3.2, observamos que para t pequeno ocorre um decréscimo na populagao
das presas na regiao central do dominio enquanto que, nas regioes proximas as fronteiras a
populacao aumenta. Com o passar do tempo, a populacao finalmente atinge o equilibrio,
apresentando uma distribuicao espacialmente homogénea com densidade N = 1 em cada
ponto.

A Figura 3.3 exibe o comportamento da populacao de predadores suscetiveis, que a

partir da condicao inicial S(x,0) = f(x), decresce até atingir sua extingao.
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Figura 3.2:

Figura 3.3: Distribuicao espacial da populagao de predadores suscetiveis para t variando de
0abs.

De forma semelhante, a populacao de predadores infectados também ¢é extinta, con-

forme pode ser visualizado na Figura 3.4.

Figura 3.4: Distribuigao espacial da populacao de predadores infectados para ¢ variando de
0ab.
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3.1.2 Simulacao para a regiao de ciclos limites de presas e predado-

res suscetiveis

Nesta subsecao, os valores dos parametros foram escolhidos de forma que a evolucao
do sistema apresente a coexisténcia oscilatoria de presas e predadores suscetiveis. Essas e as

outras condigoes utilizadas nas simulacoes sao dadas por:
e d; =0,8d,=0,9b=0,T;
e [1=0,1;1,=0,3;

e Condigoes iniciais dadas por N(z,0) =0,6; S(z,0) = f(z) e I(z,0) = g(z), onde

0,5; se ze€[-1,1]
0; se x g [_171]7

0,4; se z€[-0,5;0,5]
g9(x) =
0; se x & [—0,5;0,5].

Considerando os valores atribuidos aos coeficientes de difusao [; e l,, podemos con-
cluir que a populagao de predadores suscetiveis movimenta-se significativamente mais que as
populacoes de presas e predadores infectados. A doenca afeta a capacidade de movimentacao
dos predadores infectados, que ainda assim, possuem uma motilidade maior que a populacao
de presas. As condigoes iniciais foram escolhidas da mesma forma que na subsegao anterior.

Na Figura 3.5, podemos observar que as populacoes de presas e predadores suscetiveis
coexistem, com as populagoes totais de ambas as populacoes oscilando em funcao do tempo.

Os predadores infectados sao extintos.
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Figura 3.5: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

Nas Figuras 3.6 e 3.7, mostramos a distribuicao espacial das populagoes de presas e
predadores suscetiveis. Para os predadores infectados a evolucao da distribuicao espacial é
muito semelhante a apresentada na subsecao anterior.

Para t = 0, a populacao de presas encontra-se com distribuicao dada pela condicao
inicial N(z,0) = 0,6. Com o passar do tempo ocorre um decréscimo populacional na regiao

central do dominio enquanto que, nas regioes proximas as fronteiras a populagdo aumenta.
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Essa desigualdade na distribuicao espacial vai diminuindo, até que a populacao torna-se
homogeneamente distribuida pelo espago, com densidades oscilatérias em funcao do tempo
(Figuras 3.6).

Figura 3.6: Distribuigao espacial da populagao de presas para t variando de 0 a 80.

Na Figura 3.7, podemos visualizar que a partir da condi¢ao inicial com distribuicao
central S(x,0) = f(z), ocorre uma invasao espacial em que a populagio de predadores susceti-
veis se espalha por todo o dominio através de frentes de ondas, até se tornar homogeneamente

distribuida no espago, com densidades oscilatérias em funcao do tempo.

Figura 3.7: Distribuicao espacial da populagao de predadores suscetiveis para t variando de
0 a 80.

3.1.3 Simulacao para a regiao de estabilidade do equilibrio
Ey(N',S")0)

Nesta subsecao, escolhemos os valores dos parametros na regiao de coexisténcia es-
tavel de presas e predadores suscetiveis. As simulagoes foram obtidas através dos seguintes

parametros e condicoes iniciais:
e di=1;dy=1,1;0=1;

o llzoala l2:()71:
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e Condicoes iniciais dadas por N(z,0) =0,4; S(z,0) = f(z) e I(z,0) = g(z), onde

L;
-

0, 6;
x g
g9(z) { 0 se

se x€[—1,1]
se o¢[-11]

se x € [-0,5;0,5]

Os valores atribuidos aos coeficientes de difusao e as condic¢oes iniciais foram escolhidos

da mesma forma que na subsecao 3.1.1.

Na Figura 3.8, podemos observar a coexisténcia estavel de presas e predadores susce-

tiveis. A populacao de predadores infectados nao se desenvolve.
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Figura 3.8: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores

suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

A Figura 3.9 exibe o comportamento espacial da populacdao de presas. Para t = 0

a populacdo encontra-se com distribui¢ao dada pela condi¢do inicial N(z,0) = 0,4. Ainda

para t pequeno, ocorre um decréscimo na populagao das presas na regiao central do dominio

enquanto que, nas regioes proximas as fronteiras a populacdo aumenta. A heterogeneidade

na distribuicao espacial vai diminuindo com o passar do tempo, até que a populacao tornar-se

homogeneamente distribuida por todo o dominio com densidade dada pelo valor de equilibrio,

que neste caso ¢ a mesma densidade que a escolhida para a condicao inicial.
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Distribuicao espacial da populacao de presas para t variando de 0 & 80.
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Para a populagao de predadores suscetiveis, a partir da condi¢ao inicial com distribui-
¢ao central S(z,0) = f(x), ocorre uma invasao espacial em que a populagao se espalha por
todo o dominio através de frentes de ondas, até tornar-se homogeneamente distribuida com

densidade dada pelo valor de equilibrio S” = 0, 24, conforme mostra a Figura 3.10.

Figura 3.10: Distribuicao espacial da populagao de predadores suscetiveis para ¢ variando de
0 a 80.

Para a populacao de predadores infectados a evolucao da distribuicao espacial é muito
semelhante a apresentada na Figura 3.4.

Ilustramos também, como ocorre a evolucao das populacoes em funcao do tempo,
para algumas posigoes especificas do espago = € [—10,10]. Na Figura 3.11, podemos verificar
que, mesmo sendo a condicao inicial da populacao de presas a mesma que a condicao de
equilibrio, ainda assim, o surgimento das populagoes de predadores causa na populacao de
presas, oscilacoes de densidade e heterogeneidade na distribuicao espacial, que desaparecem
com o passar do tempo. Para t pequeno, observamos uma maior concentragao populacional
na regiao proxima a franteira, para ambas as populacoes de presas (Figura 3.11) e predadores

suscetiveis (Figura 3.12).
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Figura 3.11: Evolucao no tempo da populacao de presas para as posicoes x=0, x=5 e x=10.

Omitimos os resultados graficos para a populacao de predadores infectados, pelo fato

de que nao apresentam mudancas significativas entre as diferentes posicoes do espaco.
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Figura 3.12: Evolucao no tempo da populacao de predadores suscetiveis para as posicoes
x=0, x=95 e x=10.

3.1.4 Simulagcao para a regiao de estabilidade do equilibrio
Es(N*, S* I")

Nesta subsecao, a evolucao do sistema apresenta a coexisténcia estavel de presas,
predadores suscetiveis e predadores infectados. As simulacoes foram obtidas através dos

seguintes parametros e condicoes iniciais:
e d; =0,001;dy =0,005;6b=0,01;
e [, =0,1;1,=0,1;
e Condi¢oes iniciais dadas por N(x,0) =1; S(z,0) =1e I(x,0) =0,8.

Os valores atribuidos aos coeficientes de difusao foram escolhidos da mesma forma que
na subsecao 3.1.1.

As condicoes iniciais foram escolhidas de forma que as trés populacoes, no tempo
t = 0, estejam homogeneamente distribuidas. Desta forma, uma vez que as populagoes
ja estao estabelecidas por todo o dominio, podemos analisar as consequéncias da interagao
populacional entre presas, predadores suscetiveis e predadores infectados, sem a ocorréncia
de frentes de invasao.

A coexisténcia estavel das trés populacoes ¢ ilustrada na Figura 3.13. A populagao
de presas decresce rapidamente, atingindo densidades proximas de extincao para t pequeno.
Com o passar do tempo ocorre uma recuperacao e crescimento populacional, com algumas
oscilacoes de densidade que depois desaparecem e entao a populagao torna-se constante com
densidade dada por N* = 0, 103.

A populacao de predadores suscetiveis inicialmente apresenta um crescimento, e logo
apdés um decrescimento seguido de algumas oscilagbes. Com o passar do tempo, atinge a
densidade de equilibrio dada por S* =2 0,04, a partir da qual se mantém constante.

A populacao de predadores infectados nao apresenta risco de extincao, crescendo a
partir do inicio da interagdo (com pequenas oscilagoes), até atingir a densidade de equilibrio
representada por [* = 18,479.

As populacoes nao apresentaram heterogeneidade na distribuicao espacial com o passar

do tempo, ou seja, mantiveram a mesma evolucao temporal para cada ponto do dominio.
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Figura 3.13: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

3.1.5 Simulagao para a regiao de instabilidade do equilibrio de co-
existéncia entre presas, predadores suscetiveis e predadores

infectados

Nesta regiao de parametros, encontramos diferentes dinamicas de coexisténcia entre
as trés populacoes, com densidades que permanecem oscilando em fungao do tempo. Apresen-
tamos alguns resultados de simulacoes em que foram obtidos comportamentos com oscilagoes
periodicas e também aperiddicas.

A primeira simulacao a ser apresentada foi realizada com base nos seguintes parame-

tros e condicoes iniciais:
e d, =0,01;dy =0,01;6=0,5;
e [1=1,51,=0,7;

e Condicoes iniciais dadas por N(z,0) =0,3; S(z,0) = f(z) e I(z,0) = g(z), onde

) Lose ze(-1,1]
f@)‘{o; e o¢[-11]

9le) = 0; se x ¢ [-0,5;0,5].

{ 0,6; se x€[-0,50,5]

Através dos valores atribuidos aos coeficientes de difusao, [; e [, estamos considerando
que a populacao de presas movimenta-se mais que as populacoes de predadores. A doenca
afeta a capacidade de movimentacao dos predadores infectados, que movimentam-se menos
que os predadores suscetiveis. As condicoes iniciais foram escolhidos da mesma forma que na
subsecao 3.1.1.

Na Figura 3.14 podemos observar que as trés populacoes coexistem. A populacao
de presas aumenta em um primeiro momento e logo ap6s decresce rapidamente, atingindo
densidades proximas de zero, com pequenos picos de densidades maiores, que se formam
periodicamente.

A populagao de predadores suscetiveis, inicialmente apresenta um crescimento seguido
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de um decrescimento populacional. A partir dai, se mantém com oscilacdes periddicas em
funcao do tempo. Resultados semelhantes sao obtidos para a populacao de predadores infec-

tados, porém, com densidades maiores nas oscilacoes periddicas.
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Figura 3.14: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

A Figura 3.15 representa o comportamento espacial da populacao de presas. Em ¢t = 0
a populacdo encontra-se com distribuigao dada pela condicao inicial N(z,0) = 0,3. Com o
passar do tempo ocorre um decréscimo populacional na regiao central do dominio enquanto
que, nas regides proximas as fronteiras a populacdo aumenta. A partir dai, a populacao

comeca a decrescer também nas fronteiras, atingindo densidades préximas de zero.

Figura 3.15: Distribuicao espacial da populacao de presas para t variando de 0 a 220.

Para a populagao de predadores suscetiveis, a partir da condi¢ao inicial com distribui-
cao central S(z,0) = f(x), ocorre uma invasao espacial em que a populagao se espalha por
todo o dominio através de frentes de ondas, como mostra a Figura 3.16.

Na Figura 3.17, podemos observar que a invasao espacial para a populacao de preda-
dores infectados ocorre de forma mais lenta que a invasao de predadores suscetiveis.

A préxima simulacao a ser apresentada, foi obtida com base nos seguintes parametros

e condicoes iniciais:
e d; =0,01;d, =0,01;0 = 0;

° 11: 1, 12:0,01,
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Figura 3.16:
0 a 500.

Figura 3.17: Distribuicao espacial da populacao de predadores infectados para t variando de
0 a 500.

e Condicoes iniciais dadas por N(z,0) = f(x), S(z,0) = g(z) e I(z,0) = h(x), onde

se w131,

)2 se xe[-1;1]
hle) = { 0; se x&[-1;1].

Os valores atribuidos aos coeficientes de difusao determinam que as populagoes de
presas e predadores suscetiveis movimentam-se com a mesma intensidade. Predadores in-
fectados tém sua capacidade de movimentacao bastante afetada pela doenca, indicada pelo
coeficiente de difusao com valor préoximo de zero.

As condigoes iniciais foram escolhidas de forma que as trés populacoes estejam, no
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inicio do tempo, concentradas no centro do dominio, sendo que a maior populacao é a das
presas, seguida de predadores suscetiveis e por tltimo, predadores infectados. Aqui, podemos
avaliar também para a populacao de presas, a capacidade de invasao do espago. Para os
predadores infectados, vamos analisar as consequéncias geradas por um coeficiente de difusao
que indica baixa intensidade de movimentacao.

Na Figura 3.18, observamos que as trés populagoes mantém variagoes aperioédicas em
suas populacoes totais. A populacao de presas decresce a partir de t = 0, atingindo novamente
densidades baixas, gerando um risco de extincao. Com o passar do tempo recuperam-se,
desaparecendo esta possibilidade.

A populagao de predadores suscetiveis inicialmente apresenta um crescimento e logo
ap6s um decrescimento populacional. A partir dai, a populacdo se mantém com oscilacoes
aperiodicas em fun¢ao do tempo.

Predadores infectados apresentam altas densidades populacionais, quando comparados

as presas e predadores suscetiveis.
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Figura 3.18: Populacao total em funcao do tempo para as populacoes de presas, predadores
suscetiveis e predadores infectados, respectivamente.

A Figura 3.19 mostra a populacao de presas que em ¢t = 0 encontra-se com distribui¢ao
central N(z,0) = f(z), de onde se espalha, decrescendo a densidades muito baixas, quando

praticamente desaparece.

Figura 3.19: Distribuicao espacial da populacao de presas para t variando de 0 a 700.

Na Figura 3.20, podemos observar a populacao de predadores suscetiveis, que inici-
almente concentra-se no centro do dominio e com o passar do tempo se espalha por todo o

espago.



ol

Figura 3.20: Distribuicao espacial da populacao de predadores suscetiveis para t variando de
0 a 700.

A Figura 3.21 descreve a invasao espacial, que ocorre de forma bem lenta (devido ao
coeficiente de difusao escolhido), para a populagao de predadores infectados. Mesmo apre-
sentando crescimento populacional, predadores infectados se mantém agrupados no centro

do dominio por um longo periodo.

Figura 3.21: Distribuicao espacial da populacao de predadores infectados para t variando de
0 a 700.



Capitulo 4

CONCLUSOES

Neste trabalho, estudamos a evolucao temporal e espaco-temporal de um sistema
tridimensional, representando uma dinamica presa-predador, onde a populacao de predado-
res pode desenvolver uma doenca infecciosa, tornando-a dividida em duas subpopulacoes:
predadores suscetiveis e predadores infectados.

Consideramos que as presas crescem logisticamente na auséncia dos predadores. Os
predadores por sua vez, sao especificos e na auséncia das presas, decrescem até atingir a
extingao. Uma resposta funcional tipo I descreve tanto o mecanismo de predagao, quanto o
mecanismo de transmissao da doenca. Assumimos que todos os predadores nascem suscetiveis
e a doenca nao é transmissivel as presas.

Os efeitos causados pela doenca sao analisados a partir da variacao dos parametros
que descrevem a eficiéncia de predacao e a taxa de mortalidade dos predadores infectados.

No Capitulo 2 estudamos apenas a evolucao temporal do modelo, descrevendo-o por
um sistema de equacoes diferenciais ordinarias. Através de uma analise qualitativa, obtivemos
as solucoes de equilibrio e sua estabilidade. H& quatro tipos de solucoes de equilibrio. Elas
descrevem as possibilidades de (1) extingao das trés populagoes, (2) extingdo apenas dos
predadores, com a persisténcia somente da populacao de presas, (3) coexisténcia de presas
e predadores suscetiveis e (4) coexisténcia de presas, predadores suscetiveis e predadores
infectados.

Através da analise de estabilidade obtemos que o equilibrio trivial é sempre instavel,
possibilitando o desenvolvimento da populacao de presas para qualquer condicao inicial N,
diferente de zero. A coexisténcia de presas e predadores suscetiveis s6 é obtida quando o
numero de reproducao basico dos predadores é maior que um, ou seja, Ry; > 1. Satisfeita
esta condicao, o equilibrio pode ser estavel ou instével, quando apresenta o aparecimento de
ciclos limites estaveis em sua evolucao.

Para a coexisténcia de presas, predadores suscetiveis e predadores infectados é neces-
sario que o niumero de reproducao basico da doenca seja maior que um, ou seja, R > 1.

As simulagbes numéricas mostram que a dinamica do sistema pode evoluir para um
equilibrio estavel, oscilagoes periddicas, ou para uma dinamica aparentemente cadtica, quando

os predadores infectados nao possuem nenhuma eficiéncia de predacao. Este estado desapa-
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rece quando os infectados consomem as presas e contribuem para o crescimento da populacao
de predadores suscetiveis, reproduzindo-se.

Os ntmeros Ry, e Ry mostram também, que os critérios de invasao sao semelhantes
nos modelos ecolégicos e epidemiologicos.

Verificamos que quando a doenca nao tem influéncia na mortalidade, eficiéncia e taxa
de assimilacao dos predadores infectados, isto é, quando d; = do, b = 1 e e = 1, entdo a
doenca nao se desenvolve e o modelo NSI apresenta resultados similares ao modelo cléssico
presa-predador, descrito por (2.1).

Para alguns valores dos parametros verificamos a existéncia de biestabilidades, uma
entre o equilibrio estavel das trés espécies e um ciclo limite estavel livre da doenca e outra
entre o equilibrio estavel de presas, predadores suscetiveis e infectados e um ciclo limite
estavel de coexisténcia das trés populacgoes. Nesta regiao de parametros, a doenca tem um
grande efeito estabilizador na dindmica do sistema, desde que garantidas condigoes iniciais
minimas para a populacao de predadores infectados.

No Capitulo 3, a partir do modelo NSI estudado no Capitulo 2, construimos um
modelo de reacao-difusao, com o objetivo de avaliar a evolugao espaco-temporal do sistema.

Observamos que a inclusao do espaco nao alterou qualitativamente os resultados das
simulacoes, que para o sistema de EDP’s apresentaram para cada posicao do espaco x, uma
dinamica local equivalente a dinaAmica do modelos NSI de evolucao apenas temporal.

A variacao nos valores dos coeficientes de difusao apresentaram diferencas significativas
relativas ao tempo de invasao do espago, no entanto, nao alteraram qualitativamente os
resultados ao longo do tempo, nem tiveram influéncia sobre o niimero total de individuos.

Diferentes condigoes iniciais causaram diferentes dinamicas populacionais para t pe-
queno, de forma que ao longo de um certo periodo essas diferencas desapareceram, e o sistema
exibiu o resultado da dinamica vital em cada ponto do espaco x.

Em geral, observamos, para t suficientemente pequeno, um crescimento populacional
de presas nas regioes proximas as fronteiras do dominio, ao mesmo tempo que no centro do
dominio a populagao diminui. Este comportamento ¢ resultado da distribuicao inicial central
escolhida para os predadores.

No modelo de reacao-difusao, observamos a ocorréncia de frentes de invasao para
populacoes liberadas em uma pequena regiao no centro do dominio. Nos casos observados,
as populagoes espalharam-se pelo espaco, através de frentes de ondas, resultando em uma
distribuicao espacial homogénea estavel, para os casos em que a dinamica vital é estavel, ou
em uma distribuicao espacial homogénea que oscila no tempo, nos casos em que a dinamica
vital é instavel.

E importante destacar que as oscilacoes populacionais observadas no modelo podem
atingir densidades muito baixas tornando as populacoes suscetiveis a extincao.

Em trabalhos futuros, pretendemos estudar a existéncia de solucoes ondas viajantes
no modelo NSI com movimentacao por difusao. Também, o modelo pode ser avaliado em
relacao a outros parametros significativos, em particular, podemos analisar a dinamica a

partir de variacoes no parametro e, que representa o fator de eficiéncia de assimilacao do
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predador infectado. Outra extencao natural do modelo espacialmente distribuido é considerar

a dispersao das espécies em um meio bidimensional.
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Apéndice A - Linearizacao de sistemas
de EDQO’s e estabilidade local

Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias de ordem n

dx
d—l = Fy(x1(t), mo(t), ..., 2, (1)),
t
dIQ
ar = Fy(z1(1), 22(1), ..., 2a(t)), (1)
dz,
d_ = Fn($1(t)7ﬂf2<t), s ,.Tn<t)),
t
onde Fy, Fy, ..., F, sao fungoes nao lineares, t ¢ a variavel independente e
x1(t), 2a(t), ..., z,(t) sdo as varidveis dependentes.

Um ponto de equilibrio (estado estacionario ou ponto fixo) deste sistema ¢ uma solugao
(xf, 25, ..., 2%) qua satisfaz Fj(xf,25,...,2%) =0 para todoi=1,2,...,n.

As solugoes de equilibrio podem ser estaveis (atratoras) ou instaveis (repulsoras).
Dizemos que o ponto de equilibrio é localmente estével se toda perturbacao suficientemente
pequena diminui com o tempo. Por outro lado, se pequenas perturbacoes crescem com o
tempo, o ponto de equilibrio é dito localmente instavel.

Utilizamos a linearizacao em torno do ponto de equilibrio para obter informacoes locais

sobre sua estabilidade.

*

*), consideremos uma pequena pertur-

Seja o ponto de equilibrio X+ = (xf,23,...,x

bacao deste ponto,

r1(t) = 27 + & (1),
To(t) = x5 + &a(t), (2)

xn(t) =z, + én(t)7

onde &(t),&(t), ..., &, (t) sdo valores muito pequenos. Queremos saber se tal perturbagao

cresce ou diminui com o tempo.



28

Substituindo (2) em (1), obtemos o seguinte sistema de equagbes para as perturbagoes:

d
®1 = Ryt + 600,75+ &0, 7+ 6(0)
d£2 _ * * *
%_FQ(II+€1(t)7$2+€2(t>""7xn+€n(t))a (3)
dg’ﬂ * * *
E - Fn<x1 + gl(t)a C("2 + 52(”7 .. al‘n + gn(t))

Escrevemos as fungoes Fi, Fy, ..., F, como expansoes em série de Taylor, sabendo que

E()f*) = 0, para todo 7 = 1,2, ...n, ou seja,

OF: OF
Foi 4600+ @0 ni+60) = [50| @+t [50] ()4
X nl X
PR (&) PR (&)
+[ax%]i* S {ax]x D
OF. OF.
Faet + 6005+ 60 mi 1 60) = [50| @t [52] @)+
X n ] X+
O°F, (&1)? 0 F, (&n)?
+|:8—$%])5* 5 +.”+|:85L‘%}X1 9 + ...
oF, o,
Fuat + 60,05+ &0, o+ 60) = 57| @+ |52 )
2 n ]
PE (&) PE ()’
T,
Como por hipotese, &(t),&(t), ..., & (t) sao valores muito pequenos, as poténcias

destes termos sao ainda menores, possibilitando que eles sejam desprezados. Assim, uma
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aproximacao linear para o sistema (3), é dada por

dé, _ [OF 9

%2 a_:cjx () +...+ [a—xl] (&),

dés =@ 0F,

TR @t [50] 6 "
i, _ [0F, OF,

% - _891:1})5* (fl) + |:8.1L'n:|X; (gn)

Matricialmente, o sistema em (4) é representado por

déy orn ok OF 3
dt oz Oxa Ozn 1
&z oF, OF, . 0P ¢
dt ~ oz Ox2 Oznp 2
. - . Y
dén OF, O0F, ... OIn ¢
dt Ox1 Oxo Oxn X* n
ou ainda,
s I
— = J(X*)¢, (5)
dt
onde,
3 ok ok OF
1 ox1 Oxo Oxn
13 OFy, 0F, . 0F
E=| T e g&Ey=| M oo
13 oF, 0F, . OF,
n ox1 Oxo Oxn X

J € a matriz do sistema linearizado, também chamada de matriz Jacobiana do sistema
(1).

A solugoes do sistema linear em (5) se aproximam de zero quando todos os autovalores
da matriz Jacobiana possui parte real negativa. Tais autovalores (A, Ag, ..., \,), sdo as raizes

do polinémio caracteristico, representado por
P(A) = det(J (X*) = M), (6)

onde [ é a matriz identidade de ordem n.

A partir de (2) deduzimos que se g(t) — 0 quando ¢ — oo, entdo solu¢des iniciadas
proximas ao ponto de equilibrio tendem para este equilibrio com o passar do tempo, ou seja,
quando todos os autovalores da matriz Jacobiana possuem parte real negativa, o equilibrio
é dito localmente estavel. Se pelo menos um autovalor possuir parte real positiva, entao o
equilibrio é dito localmente instavel.

A construcao deste método, para sistemas bidimensionais, pode ser visualizada em
Allen (2007) e Edelstein-Keshet (1988).



Apéndice B - Oscilacoes e ciclos limites

Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

diEl
d (7)

onde Fi e F, sao fungdes nao lineares.
Vamos supor que os autovalores obtidos a partir da matriz Jacobiana (ver Apéndice

A), sdo nameros complexos, ou seja, sao da forma:

)\1:Cl+bi,

(8)
)\2 = q — bi.

Autovalores complexos indicam o aparecimento de trajetorias oscilatorias, que podem
crescer ou decrescer em amplitude. Quando a parte real dos autovalores é negativa (a < 0),
entao as oscilacoes decrescem com o tempo, neste caso o equilibrio é dito estavel, também
chamado de foco estavel. Do contrario, quando os autovalores complexos possuem parte real
positiva (a > 0), entdo as oscilagdes crescem com o tempo e temos um equilibrio instéavel,
também chamado de foco instavel. Quando os autovalores sao imaginarios puros (a = 0),
(x1(t), x2(t)) sdo curvas fechadas em torno do ponto de equilibrio, também chamado de centro
neutro. O equilibrio é neutralmente estavel, uma vez que nao atrai nem repele as trajetorias.

O ponto em que a = 0 determina a ocorréncia de um bifurcacao de Hopf, ou seja,
estabelece uma mudanca no estado do equilibrio que passa de foco estavel para foco instavel,
ou vice-versa, conforme algum parametro é variado.

A teoria de sistemas dinamicos prevé a aparicao de um ciclo limite proximo a uma
bifurcacao de Hopf. Um ciclo limite no plano de fase é uma trajetoria fechada simples que
nao contém pontos de equilibrio. O que distingue um ciclo limite dos ciclos que rodeiam
um centro neutro é o fato de que eles representam o comportamento limite de trejetorias
adjacentes, pontos proximos irao se aproximar do ciclo limite quando ¢ — oo ou t — —o0.
Se o primeiro caso acontece para todas as trajetorias adjacentes, o ciclo limite é dito estavel,

caso contrario ele é instavel.
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Com a intencao de identificar critérios que apontem o aparecimento de ciclos limites,
enunciaremos aqui o Teorema de Bifurcacao de Hopf e alguns dos principais resultados da
Teoria de Poinaré-Bendixson, sobre os quais os fundamentos da existéncia de ciclos limites
se baseia.

Antes de enunciar o Teorema de Bifurcacao de Hopf, s@o necessarias as seguintes

observacoes:
1. O teorema ¢é valido para os valores dos parametros proximos ao valor de bifurcagao;

2. O ciclo limite previsto localiza-se proximo ao ponto de bifurcacao.

Teorema .1 Teorema de Bifurcacao de Hopf para o caso n = 2: Considere o sistema

dx
d_tl = Fl(xlvx%fy%
(9)
dx
d_t2 = F2(x17x277)7

onde Fi, Fy sao funcoes nao lineares e v € um pardmetro.
Suponha que para cada valor v, o sistema admite um estado de equilibrio que depende
de, isto €, (x5(y), x5(7y)). Suponha também que os autovalores da matriz Jacobiana calculada

neste equilibrio sao

A(y) = al(y) + b(v)1,
(10)

A2(7) = aly) — b(y)i.
Para um wvalor v* de bifurcacao, tal que a(y) = 0 e b(y) # 0 e conforme 7 wvaria

passando por v*, a parte real dos autovalores muda de sinal.

Dadas estas hipdteses, pode ocorrer:
1. Em ~y =~* aparece um centro neutro (infinitas drbitas fechadas concéntricas);

2. Para v* < v < ¢ aparece um ciclo limite que circunda (x3,2%). Quando v varia, o
. . . . N iy

didmetro do ciclo-limite aumenta proporcionalmente a | v —~* |2. Nao hd outra drbita

fechada ao redor de (x%,x3). Como o ciclo limite aparece para valores maiores que ~*,

teremos uma bifurcacao supercritica;

3. Para d < v < v* as conclusoes sao semelhantes as apresentadas no item 2. Como o

ciclo limite aparece para valores menores que v*, teremos uma bifurcacao subcritica.

Teorema .2 Teorema de Bifurcacao de Hopf para o caso n > 2: Considere o sistema de n
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equacoes diferenciais ordindrias com n varidveis

d.%'l
— = Fi(x1,29,...,2x
di 1( 1,42, ) n77)7
dflfg
_:FQ('IDCI;Q’"')IN),}/)) (11)
dt
dx
d_tn = Fn(xlvx% s 7'1”7177)7
onde F\, Fy, ..., F, sao fungoes nao lineares e v € um pardmetro.
Seja (x5, x5, ..., xk) uma solugao de equilibrio do sistema e suponha que os autovalores

da matriz Jacobiana calculada neste equilibrio sao
/\17)\27...,)\n_2,a+b7§,a—bi, (12)

onde os autovalores A, g, ..., A\q_o tém parte real negativa e \,_1, N\, (precisamente esses
dois) sao complexos conjugados em que a parte real destes autovalores muda de sinal con-
forme v wvaria, passando por um wvalor critico v*. Para estas hipdteses o teorema prevé o
aparecimento de um ciclo limite, para valores de v proximos de ~v*, de acordo com o descrito

no teorema anterior.

A Teoria de Poicaré-Bendixos descreve a existéncia de érbitas periodicas e ciclos limi-
tes, para sistemas bidimensionais, apenas.

Os planos de fase bidimensionais tém um atributo distinto dos n-dimensionais. Uma
caracteristica importante na qual esta teoria depende muito, é o fato de uma curva fechada
simples dividir o plano em duas regioes abertas disjuntas: a interior e a exterior. Este
resultado implica em restricoes as trajetorias de um plano de fase suave bidimensional.

Uma trajetoria do plano de fase pode aproximar-se de:
1. Um ponto de equilibrio;
2. Uma orbita periddica;
3. Um ciclo grafico;
4. Valores infinitos de z; e 5.

Uma trajetoria contida em uma regiao limitada, pode ser descrita pelos casos de 1 a
3, apenas.
A seguir, apresentamos um resultado tutil para estabelecer a existéncia de orbitas

periodicas, descrito pelo:

Teorema .3 Teorema de Poincaré-Bendizon: Se parat >ty uma trajetoria é limitada e nao
se aprozima de nenhum ponto de equilibrio, entao ou ela € uma orbita periodica fechada ou

se aprorima de uma drbita periddica fechada para t — +o0.



63

O Teorema .3 continua valido se substituirmos t > ty por t < ty e t — 400 por
t — —oo0.
O proximo resultado é equivalente ao Teorema de Poincaré-Bendixon. Ele descreve

propriedades do plano de fase que indicam a existéncia de 6rbitas periodicas.

Teorema .4 Suponha que o campo de dire¢oes do sistema de equagoes em (7) tem as sequin-

tes propriedades:

1. Hd uma regiao limitada D no plano que contém um tunico ponto de equilibrio instdvel e

dentro da qual o fluxo entra mas nao sai. Entdo o sistema possui um solucao periddica.

2. Hd uma regiao anular A no plano dentro da qual o fluro entra mas ndao sai, e A nao

contém nenhum ponto de equilibrio.

Se uma dessas regioes contém apenas uma solu¢ao periddica, entao esta solucdo € um ciclo

limite estdavel.

Corolario .1 Coroldario do Critério de Bendizon: Se as equacoes sao lineares em x1 e s,
entdo as unicas oscilagoes possiveis sao os ciclos neutralmente estdveis (ciclos limites so

podem ser obtidos em sistemas nao lineares).

A bibliografia consultada para a construcao deste apéndice é dada por Edelstein-
Keshet (1988).



