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Nome:

Orientacgoes:

e Esta prova tem frente e verso, com 09 (nove) questoes no total.

e Resolver as questoes nas folhas indicadas, utilizando o verso se necessario.
e Pode-se utilizar 1apis na resolucao das questoes.

e A duracao da prova é de no méaximo 5 horas.

Algebra Linear

Notacgoes:

R denota o corpo dos niimeros reais;

Neste exame, todos os espacos vetoriais sao de dimensao finita e reais, isto é, os escalares sao
tomados em R;

Paracadan e NJT"=ToT oT o---0oT denota a composicao da fungao T' com ela mesma, n
vezes;

Para cada n € N, M,,..,(R) denota o espago vetorial das matrizes de ordem n x n, com entradas em
R;

Dados V' um espago vetorial, v € V' e § uma base qualquer de V, [v]z denota as coordenadas do
vetor v em relacao a base [3.

Questao 1. Seja V um espacgo vetorial e u,v € V, vetores nao nulos.

(a)

(b)

(0,2) Prove que se {u,v} é linearmente dependente entdo um dos vetores é miltiplo escalar do
outro.

(0,3) Suponha que V =R?, u = (z1,72), v = (y1,y2) € V tais que z1y; + Toy2 = 0 e
2?2 + 23 =y} + y2 = 1. Prove que 3 = {u,v} é uma base de V.



Questao 2. Considere os subconjuntos de R* dados por
Wy ={(x,y,2,w) €RY o+ 2+w=0}e
Wy ={(x,y,2,w) €RY, 20 —y+w=0ex+y+32+2w=0}.
Sabendo que W, é um subespaco vetorial de R*:

(a) (0,2) Mostre que W7 é um subespago vetorial de R*.
(b) (0,4) Determine os subespagos W + Wy e Wi N W,

(c) (0,2) Exiba uma base e dé dimensao dos subespagcos obtidos no item (b) .

Questao 3. Seja W = M,,«1(R) o espago das matrizes coluna. Se A € M, (R), entdo a aplicagao
La: W — W dada por L,(X) = AX, para todo X € W, define um operador linear sobre W.

(a) (0,3) Prove que todo operador linear sobre W ¢é da forma Ly, para alguma matriz A € M,y (R).

(b) (0,3) Seja V' um espago vetorial de dimensao n e seja [ uma base de V. Defina a aplicagao
U:V — W dada por U(v) = [v]g, para todo v € V. Prove que U é um isomorfismo de espagos
vetoriais.

(¢) (0,3) Se T' é um operador linear sobre V, entdao a composicao UTU ! é um operador linear sobre W.
Pelo item (a), UTU~! é dado pela multiplicacao & esquerda de alguma matriz A. Exiba tal matriz.

Questao 4. Seja V um espaco vetorial e T" um operador linear sobre V.

a) (0,3) Prove que se \ é autovalor de T entao A" é autovalor de T".

b) (0,5) Seja V = R?, e T um operador linear sobre V definido por T'(z,y) = <5x Z 3y7 3z Z Sy) _

Mostre que T ¢ diagonalizdvel e calcule T'%(v), onde v = (5, 1).

Questao 5. (1,0) Disserte sobre o tema nicleo e imagem de uma transformagao linear. Nesta questao,
sugerimos que sejam abordados os seguintes tépicos: definicao, exemplos, teorema do nicleo e da
imagem e consequéncias deste resultado.



Analise Real
Notacgoes:

e N={1,2,...,n,...} representa o conjunto dos nimeros naturais;
e R denota o corpo dos nimeros reais;

e lima, = lim a, representa o limite da sequéncia (a,);
n—-+o0o

Questao 6. Determine se cada uma das afirmagoes abaixo é verdadeira ou falsa. Demonstre a(s)
afirmacao(goes) verdadeira(s) e exiba um contraexemplo para a(s) falsa(s).

o0
(a) (0,3) Se (a,) é uma sequéncia com lima,, = 0, entao a série Z a, converge.

n=1

(b) (0,4) Se D C R é um conjunto tal que o fecho de D é R, entdo D é ndo enumeravel.

(c¢) (0,3) Se f:R — R é uma fungao derivavel em zy € R, entdo f é continua em x.

Questao 7.

n
(a) (0,5) Mostre que se Ay, A, ..., A, s@o conjuntos abertos em R, entao ﬂ Ai=A1NAN...NA,é
j=1
um conjunto aberto em R.

(b) (0,5) Se {A;}ier ¢ uma familia de abertos em R, onde I é um conjunto de indices arbitrario,

podemos afirmar que ﬂ Aj é aberto em R? Justifique sua resposta.
jel

Questao 8. (1,0) Abaixo apresentamos uma defini¢ao:

Definicao: Uma funcdo f : R — R ¢é dita continua em a € R se, para qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal
que |x — a| < 6 implica | f(z) — f(a)| < e.

Dizemos que [ € continua em R se ela for continua em a para todo a pertencente a R.

Mostre que uma funcao g : R — R é continua em R se, e somente se, para todo conjunto aberto X C R,

sua imagem inversa ¢ um conjunto aberto em R.

Questao 9. (1,0) Disserte sobre o Teorema do Valor Médio. Nessa questao sugerimos que sejam
abordados o enunciado e a demonstragao do teorema, bem como suas aplicacoes.



