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Orientagoes:
e Resolver as questoes nas folhas indicadas.
e Pode-se utilizar ldpis na resolucao das questoes.
e Evitar rasuras e resolver claramente.
e A duracao da prova é de no maximo 5 horas.
e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notacao: N, Q e R sdo os conjuntos dos nimeros naturais, racionais e reais, respectivamente.

Valor da questao 1: 0,8 pontos
1. Dados u = (u1,ug, -+ ,up) € R" e v = (v1,v2, -+ ,v,) € R" quaisquer, suponhamos
n
que < u,v >= Z a;;u;v; com a;; € R, 1 < 4,5 < n, define um produto interno

ig=1
em R" sobre o corpo R.

(a) (0,2) Defina produto interno em um espaco vetorial V' sobre um corpo F.
(b) (0,3) Mostre que a;; > 0,1 <i<mn.
(c) (0,3) Mostre que a;; = aji, para qualquer 1 <i,j <n.

Valor da questao 2: 0,8 pontos
2. Se A = (aij)<; j<o ¢ uma matriz 2 x 2, definimos o seu trago por ¢r(A) = ai1 + ass.

(a) (0,2) Mostre que o conjunto V' das matrizes que tem trago igual a zero é um
subespago vetorial de May o (R).

(b) (0,2) Se tr(A) =0 e det(A) = 0 entdo o unico autovalor de A é A = 0.

(¢) (0,4) Mostre que se tr(A) = 0 e det(A) = 0, entdo A% =0 € Maxs (R).

Valor da questao 3: 1,0 pontos

3. Seja = {1,et,tet} uma base do espago vetorial V' sobre o corpo R. Dado um
namero real ¢, considere T : V' — V o operador definido por

2
1116 = 20 1 ep ),

(a) (0,2) Mostre que T' é um operador linear.

(b) (0,4) Obtenha a matriz que representa o operador 7" na base .

(¢) (0,4) Para quais valores de ¢ temos que T nao é bijetora?

Valor da questao 4: 0,8 pontos

4. Sejam V e W espagos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo F. Prove que se
T:V — W é uma aplicagao linear, entao

dim Ker (T) + dim Im (T) = dim V.



10.

11.

Valor da questao 5: 1,6 pontos

Seja (-,-) o produto interno usual de R", n > 1. Um elemento de (R™)* é uma
aplicacao linear f : R™ — R.

(a) (0,8) Dado u € R™ qualquer, seja g : R — R, definida por g (x) = (x,u).
Mostre que g € (R")*. Temos que g é injetora? E sobrejetora? Justifique!

(b) (0,8) Dado f € (R™)", mostre que existe vy € R" onde f (z) = (x,vy), Vo € R™.

Valor da questao 6: 0,8 pontos

(a) (0,3) Defina o que vem a ser um conjunto enumeravel em R.

(b) (0,5) Mostre que se A e B sao conjuntos enumerdveis de R entdo AU B é
enumeravel.

Valor da questao 7: 0,8 pontos

Uma sequéncia (x,), C R é dita sequéncia de Cauchy se para cada ¢ > 0, existe
no € N tal que se n,m > ng entdo |z, — x| < €.

(a) (0,2) Mostre que se (x,,)n é convergente entao (z,,), é uma sequéncia de Cauchy.

(b) (0,6) Mostre que se (xy,), ¢ uma sequéncia de Cauchy entao (x,,), é convergente.

Valor da questao 8: 1,0 pontos

1 _p
1+q, sea:—qe(@.

Seja f : R — R definida por f($) = { 1 se r € R\Q

(a) (0,5) Mostre que f é continua em R\Q e descontinua em Q.
Sugestao: Verifique que se x € R\Q e (g—:) C Q com 2’—: — x, entao q, — 00.

(b) (0,5) A funcao f ¢ integravel em [0, 1]? Justifique!

Valor da questao 9: 0,5 pontos

. Suponha que f : [0,00) — R seja derivavel, com f(0) =0, e que f": (0,00) — R seja

crescente. Mostre que a fungao g : (0,00) — R definida por g(x) = £@) ¢ crescente

em (0, 00).

Valor da questao 10: 0,9 pontos
(a) (0,3) Sejam f,g : [a,b] — R continuas, com g(a) < f(a) e f(b) < g(b). Mostre
que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).

(b) (0,6) Sendo D = R\{£kn : k € N}, através do item (a) mostre que a fungao
h: D — R definida por h(z) = x — cotg(x) possui infinitas raizes.

Valor da questao 11: 1,0 pontos

Seja f : [a,b] — R continua. Mostre que f é integrével em |[a, b].



