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Orientagoes:
e Resolver as questoes nas folhas indicadas.
e Pode-se utilizar lapis na resolucao das questoes.
e Evitar rasuras e resolver claramente.
e A duracdo da prova é de no méximo 5 horas.

e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notacao: Q@ conjunto dos ntimeros racionais, R conjunto dos ntimeros reais.

Valor da questao 1: 2,5 pontos

1. Seja Ty : R™ — R"™ definida por T4(X) = AX onde A é uma matriz quadrada de

ordem n com detA # 0. Defina em R™ o produto interno canonico:
<X, Y >=YTXx.

a) (0,4) Prove que Ty é linear.

(c
(d

(a)
(b) (0,4) Determine o nucleo e a imagem de T4.
) (0,4) Tx é inversivel? Justifique.

)

(0,5) Que condigoes devemos impor a matriz A para que ||T4(X)|| = ||X]],

onde ||.|| é a norma euclidiana.

(e) (0,8) Sejam A1, Aa, ..., \,, autovalores reais e distintos de A. Prove que a solugao

do sistema AX = B é
< B,v; >
X =
Z i < 05,05 >

Valor da questao 2: 2,5 pontos

2. Seja A uma matriz real de ordem m X n, e B a matriz em blocos dada por

Om A
B = ,

onde 0, indica a matriz nula de ordem m, 0,, indica a matriz nula de ordem n e AT
é a matriz transposta de A. Seja v = (v1,v2)T um autovetor de B correspondente ao

autovalor A, sendo v; e vy vetores com m e n coordenadas, respectivamente.



a

(a) (0,5) Mostre que —\ também é autovalor de B.

(b) (0,5) Mostre que A\? é autovalor de AT A e de AAT.
)
)

(c
(d

(0,5) Mostre que B é uma matriz simétrica.

(1,0) Se A é a matriz identidade de ordem 2, (A = I,2 x 2) determine os

autovalores e autovetores de B, usando os itens acima.

Valor da questao 3: 1,0 pontos

3. Faga o grafico da fungao y = \/J%H Prove que sua imagem ¢é o intervalo |y| < 1.

Prove que ela ¢ injetiva e calcule sua inversa.

Valor da questao 4: 1,0 pontos

4. Considere o conjunto X = {1 — 3#; n e N}.

(a) (0,5) Mostre que sup X = 1.
(b) (0,25) Mostre que a sequéncia z,, = 1 — # converge para 1.

(¢) (0,25) O conjunto X é compacto em R? Justifique.

Valor da questao 5: 0,5 pontos

5. Prove que toda colecao de abertos dois a dois disjuntos e nao vazios de R é enu-

meravel.

Valor da questao 6: 1,5 pontos

6. Identifique se as afirmagOes abaixo sdo verdadeiras ou falsas, justificando sua res-

posta:

(a) (0,3) Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.
“+o00 “+00

(b) (0,3) Se > |z,| converge entao Y x;, converge.
n=1 n=1

(¢) (0,3) Se a fungao f : [a,b] — R é derivdvel em um ponto ¢ € (a,b), e f'(¢) =0
entao f tem um extremo relativo em c.
(d) (0,3) Se X C Qe X é limitado, entao existe b € Q tal que b = sup X.

(e) (0,3) Toda fungao integravel a Riemann em [a, b] possui primitiva em [a, b].

Valor da questao 7: 1,0 pontos

7. Seja f : [a,b] — R derivivel em (a,b) e continua em [a, b, com f (a) = f (b). Mostre
que existe um ¢ € (a,b) tal que f (c) f'(c) = 0.



