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Orientacoes:

e Resolver as questoes nas folhas indicadas.

e Pode-se utilizar lapis na resolugao das questoes.

e A duracdo da prova é de no maximo 5 horas.

e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notagao: N, Q , R e C sao os conjuntos dos nimeros naturais, racionais, reais e complexos, respec-
tivamente.

1. ( 1,0 ponto) Verdadeiro (V) ou Falso (F)? Justifique suas respostas.
(a) (0,25) Sejam V um espago vetorial sobre um corpo K e Wy, Wy subespagos
vetoriais de V. Entao W1 U W3 é um subespaco vetorial de V;
(b) (0,25) Existe uma base de R? que contém os vetores (1,—1,0) e (0,1,1);

(¢) (0,25)Se T :U — V é uma transformagao linear injetiva e U, V sdo C-espagos
vetoriais de dimensao finita, entao dimc U < dimc¢ V;

(d) (0,25) Seja V um C-espago vetorial de dimensao finita e V* o C-espago vetorial
dual, isto é, V* = {f : V. — C; f é funcional linear}. Entao V e V* sao espagos
vetoriais isomorfos.

2. ( 1,0 ponto) Considere o operador linear T : R? — R? dado por
T(x,y,z) = (x+2y — 2z,—2x — 3y + 2,20 + 2y — 2z).
Mostre que T' é diagonalizavel.

3. ( 1,0 ponto) Considere o R-espago vetorial P3(R), dos polindmios de grau menor
ou igual a 3, com o seguinte produto interno:

1
(f.9) = /0 fDgt)dt,  f.g € Pa(R).

Seja W o subespago vetorial de P3(R) gerado pelos polinomios u(t) = 5 e v(t) = 1+t.
Calcule W+ (o ortogonal de W).

4. ( 1,0 ponto) Considere o R-espago vetorial P2(R), dos polinémios de grau menor ou
igual a 2, e a transformagao linear 7' : R? — P(R) determinada por T(1,0) = 1 — ¢
e T(0,1) =1—¢t2

(a) (0,5) Encontre o nicleo e a imagem da transformacao T’

(b) (0,5) Esta transformacao é injetiva, sobrejetiva, bijetiva? Justifique sua res-
posta.



5. ( 1,0 ponto) Sejam V um C-espago vetorial e T': V — V um operador linear tal
que T? =T oT = T. Considere W1 = {v € V : T(v) = v} e W = Ker(T) = {v €
V : T(v) = 0}. Mostre que V = W; & Wh.

6. ( 1,0 ponto) A sequéncia de Fibonacci é definida indutivamente por
a1 =a2=1 e apy2 = apt1 +an, n€N.

Considere a sequéncia
Gn
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Prove que (z,) é convergente, com limite
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7. ( 1,0 ponto) Dizemos que f : I — R é concava se para quaisquer x,y € [ et € [0, 1],
temos

flte+ (1 —t)y) > tf(x) + (1 —1)f(y).

Seja f : [a,b] — R concava e continua, com f(a) < f(b). Mostre que para cada
d e (f(a), f(b)), existe tnico ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

8. ( 1,0 ponto) Suponha que f : (a,b) — R é derivavel em z¢ € (a,b). Prove que

(o) = ,111_% J(zo + h)2—hf($o - h)‘

9. ( 1,0 ponto) Prove que se f : [a,b] — R é continua em [a,b] entao f é integravel
em |a, b].

10. ( 1,0 ponto)

(a) (0,8) Prove que é uniformemente convergente, em R, a série de funcoes

oo

1
Z:le—f-an'

o0
(b) (0,2) O que se pode afirmar sobre a funcao g(z) = > Wl%z ? Justifique sua

resposta.



