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Orientacoes:

e Resolver as questoes nas folhas indicadas.

e Pode-se utilizar lapis na resolugao das questoes.

e A duragao da prova é de no maximo 5 horas.

e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notagoes:

R denotaréd o conjunto dos numeros reais,

P, = {a, + ait + ast? : ap,a1,a9 € R} denotard R-espago vetorial dos polindmios de grau
menor ou igual a dois, com as operagoes usuais,

ker T denotard o ntcleo da transformacao linear T': £ — F,

p’ denotard a derivada de p.

(1,8) Considerando os operadores lineares L : P, — P3,D : P, — Py e T : P, — P, dados
respectivamente por

L(p(t)) =p(2t + 1),  D(p(t)) =p'(t) e T(p(t)) = (Do L)(p(t)),Vp(t) € Pa.

(a) Mostre que ker T' C ker(T o T');

(b) Encontre representagoes matriciais para L e D na base candnica. Use estas repre-
sentacoes para obter representagoes matriciais para T e T o T';

(c) Calcule (se houver) os autovalores e autovetores associados a T e ToT. Qual a relacdo

entre os nucleos obtidos no item (a) e os autovetores de T'e T o T'7

(0,6) Sejam E um R-espago vetorial de dimenséo finita n, T : E — E um operador linear e
A um autovalor de 7.

(a) Mostre que V) = {x € F; T(xz) = Az} é um R-subespago vetorial de F, T-invariante.
Esse é chamado de autoespago associado a A.
(b) Se T'— A\ tem posto k, qual é a dimensao do autoespago associado a A? Explique.
(1,1) Seja E um R-espago vetorial. Sejam z,y € E, x # y, a reta que une os pontos z e y é

definida por:
r={1-tzr+ty;teR}={x+tly—x);teR}L
Um subconjunto V' C E é uma variedade afim se a reta que une dois pontos quaisquer de V'
esta contida em V.
(a) Mostre que todo R-subespago vetorial de F é uma variedade afim. A reciproca é

verdadeira?

(b) Sejam aj,- - ,an,b € Re H = {(x1, -+ ,x,) € R"; ayx1 + -+ + apz, = b}. Mostre
que H é uma variedade afim.

(¢) Seja V uma variedade afim de E. Dado « € V considere F, = {y —x; y € V'}. Mostre

que F, é um R-subespaco vetorial de FE.

(2,0) Disserte sobre o tema Transformacoes lineares. Nessa questao sugerimos que sejam
abordados os seguintes tépicos:



e Definicao e exemplos,
e Nicleo, imagem e isomorfismo de espagos vetoriais,

e Teorema do Ntcleo e da Imagem.
5. (1,0)
(a) Prove que toda sequéncia mondtona e limitada é convergente.

[ee]
(b) Prove que a condi¢ao necessdria e suficiente para que uma série Y a, seja convergente
n=1
¢é que dado qualquer € > 0 exista ng inteiro positivo tal que,

n>ng= \an+1 + api2 +---+an+p| <e¢g,

para todo inteiro positivo p.
6. (1,0)
(a) Mostre que a funcao f : [—1,1] — R, definida por
—222 — 2z, sexz€[-1,—3]
fl@)=q Iz, sex€(-3,0]
zsenl,  sex € (0,1],
¢ continua.
(b) A fungdo dada no item anterior assume valor maximo no dominio de defini¢ao? Justi-

fique.

7. (1,0) Seja A C R. A fim de que f : A — R seja continua é necessario e suficiente que f~!(B)
seja aberto, qualquer que seja B C R aberto.

8. (2,0) Disserte sobre o tema Fungoes derivaveis, abordando defini¢oes, exemplos e princi-
pais resultados, como:

e Operagoes com fungoes derivaveis,
e Derivada da fungao inversa,
e Derivada de fungoes compostas,

e Teorema de Rolle, Teorema do Valor Médio e aplicagoes.



