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Orientacoes:

e Resolver as questoes nas folhas indicadas.

e Pode-se utilizar lapis na resolugao das questoes.

e A duragao da prova é de no maximo 5 horas.

e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notagoes:
e R denotard o conjunto dos nimeros reais,
e X denotard o fecho de X C R,

e < X > denotard o subespago gerado por X.

1. (1,0) Dados u = (u1,us,us,us) € v = (v1,v2,v3,v4) vetores de R*. Dizemos que u ¢
4

ortogonal a v, e escrevemos u_Lv, se e somente se Y u;v; = 0. Dado S C R* um subconjunto,
i=1

seja S+ = {u € R*; uls,Vs € S}.

(a) Mostre que S+ é um subespaco vetorial de R*.
Sejam u = (0,1,—1,3), v = (1,0,2,0), w = (2,1,1,1) e t = (2, 3,7, —9) vetores de R*.
(b) Exiba uma base de U =< u,v,w,t >. Qual é sua dimensao?

)

(c) Calcule U+.
(d) Mostre que R* =U @ U+.
2. (1,0) Seja V um espago vetorial.
(a) Mostre que se {v1,...,v.} gera V e {wy,...,ws} C V ¢ linearmente independente entao
s<r.
Considere dimV =n e S C V. A partir do item (a) conclua que:
) Se S tem mais de n vetores entdo S é linearmente dependente.
(¢) Se S é linearmente independente e tem n vetores entao S é uma base de V.

(d) Se S gera V e tem n vetores entdo S é uma base de V.

3. (1,0) Seja 6 € R fixado. Denotamos por Ty o operador linear sobre R? que geometricamente
representa uma rotagao de um angulo # em torno do eixo Z no sentido anti-horario.

(a) Encontre a matriz que representa Ty na base canonica do R3.

(b) Paracada R € R, considere Cr = {(7,y,2) € R3; x = Rcosa e y = Rsena, z,a € R}.
Mostre que Ty(Cgr) C Ck.

(c) Calcule os autovetores de Ty, mesmo sendo estes complexos.

(d) Mostre que o tnico 6 € (0,27) tal que todos os autovalores de Ty sao reais é § = 7.
Calcule os autoespagos associados aos autovalores de T e verifique que um deles é o
cilindro Cy.
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(2,0) Disserte sobre o tema Teorema Cayley-Hamilton. Nessa questdo sugerimos que
sejam abordados os seguintes topicos:



e Autovalores e autovetores,
e Polinémio caracteristico e polindbmio minimal,

e Teorema Cayley-Hamilton.

. (0,5) Seja a > 0 e (an)nen a sequéncia definida indutivamente por

1 a
a1 = a, Gn+1 =7 |G+ — |-
2 an

Mostre que (ay,)nen é convergente e calcule seu limite.

. (0,5) Sejam N1 C N e Ny C N subconjuntos infinitos e disjuntos tais que N; U Ny = N. Seja
(z,,) uma sequéncia cujas restri¢oes a N1 e a Ny convergem para o mesmo limite L. Prove
que (z,) converge para L.

. (1,0) Sobre fungoes continuas:

(a) Prove que f : R — R ¢ uma fungao continua se e somente se para todo X C R, tem-se
f(X) C f(X).

(b) Prove que se f : X — R é continua e X C R é compacto, entdao f é uniformemente
continua.

. (1,0) Seja f : R — R derivavel. Assuma que para todo = € R tenha-se 0 < f/ (z) < f (z).
Conclua que:
(a) afuncao g (z) = e *f (x) é ndo crescente,
(b) se f anula-se em algum ponto entdo f é identicamente nula.
. (2,0) Disserte sobre o tema Séries Numéricas. Nessa questao sugerimos que sejam abor-
dados os seguintes topicos:
e Definigao e exemplos,
e Critério da Comparagao,

e Testes de d’ Alembert e de Cauchy,

Regra de Leibniz,

Séries absolutamente convergentes e condicionalmente convergentes.



