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Orientagoes:

e Resolver as questoes nas folhas indicadas.

e Pode-se utilizar lapis na resolugao das questoes.

e A duracao da prova é de no méximo 5 horas.

e A prova deve ser resolvida individualmente e sem consulta.

Notagoes:
e R denota o corpo dos ntimeros reais;
e M, (R) denota o espago vetorial das matrizes reais n x n munido com as operagoes usuais;

1 se i1=rej=s,

) ETS:(eij)EMn(R) Ondeeij_{ 0 se i;ﬁ?‘ollj?és-

1. (1,0) Sejam U = {(x1,x2,x3,24) : £1+22 = 0;3z1+23 =0} e V = {(21, 22, 23, T4) : 201 —22+23 =
0; 3 + x4 = 0} subespacos do espaco vetorial real euclidiano R*.

(a) Calcule a dimensao do subespaco vetorial U N V;
(b) Calcule a dimenséo do subespago vetorial U + V;

(c) Encontre um operador linear 7' : R* — R* cujo nticleo de T seja U NV e cuja imagem seja
U+V.

2. (1,0) Seja U = {A € M3(R);tr(A) = 0} onde tr(A) é a soma dos elementos da diagonal principal
de A, chamado de traco de A.
(a) Mostre que U é um subespago vetorial de M3(R);

(b) Mostre que o conjunto {FEi2, F13, Fa1, Ea3, E31, F32} C U é linearmente independente e
complete-o com vetores de M3(R), para obter uma base o de U

-1 3 2
(c) Calcule as coordenadas do vetor v = 1 4 0 € U na base « obtida no item (b);
0 0 -3
(d) Supondo que a matriz mudanga da base « encontrada no item (b) para uma outra base (
vale ~ _
1000 1 0O0O
01 00 0 0O0O
00 3 0 0 O0O00O0
0 004 0 0O O
0000 —-100 0]
0000 0 100
0000 0 010
(0010 0 00 1|

—~

quais sdo as coordenadas do vetor v dado no item (c¢) nesta base 37

3. (1,0) Sejam V e W K-espagos vetoriais de dimenséo finita isomorfos, isto é, existe S : V. — W
isomorfismo de espagos vetoriais.

(a) Mostre que dimV = dim W;

b) Seja T : V — V um operador linear. Mostre que SoT oS~ : W — W é um operador linear;
)



(c) Considere ¢ : L(V,V) — L(W, W) a aplicagao dada por ¢(T) = SoT o S~1. Mostre que ¢ e
um isomorfismo de espagos vetoriais.

4. (2,0) Disserte sobre o tema técnicas para diagonalizagdo de operadores. Nessa questio
sugerimos que sejam abordados os seguintes tépicos:

Defini¢ao de autovalores e autovetores de um operador linear;

Descrigao dos métodos para obtencao dos mesmos, justificando a validade destes métodos,
incluindo a independéncia da escolha da base nestes cédlculos;

Definicao de operadores diagonalizaveis;

e Descrigao de condigoes para que um operador seja diagonalizavel.

5. (1,25) Sejam (x,) e (yn) sequéncias de nimeros reais e tais que x,, < y, para n suficientemente
grande. Mostre que:

(a) se (z) for mondtona e limitada inferiormente e se (y,) for convergente, entdao (z,) serd
convergente;

(b) se ambas as sequéncias forem convergentes, entao limz,, < limy,. Dé um exemplo de duas
sequéncias convergentes tais que x,, < y, para n suficientemente grande, mas lim x,, = lim y,,;

(c) se 0 < x, para todo n € N entdo a convergéncia de Yy, implica a convergéncia de Xz,
enquanto a divergéncia de Xx,, implica a divergéncia de Xy,;

(d) se 0 <z, para todo n € N e Xz2 e Xy2 convergirem, entdo ¥ (z,,) converge.
6. (1,25) Sejam I C R um intervalo e f : I— R uma funcao.

(a) Suponha I = [0,1], f continua em I e tal que f(0) = f(1). Mostre que existe pelo menos
um ponto ¢ € [0,1/2) tal que f (¢) = f(c+1/2);

(b) Suponha I aberto e f derivivel em I. Mostre que se a funcao derivada f’ for limitada, entao
f é uma funcao lipschitziana, em particular, f é uniformemente continua;

(¢) Suponha I aberto e f derivdvel em I e tal que f/(z) # 0 em cada = € I. Mostre que f é
uma funcao injetora;

(d) Suponha I aberto e f € C™ (I), n par, tal que fU) (§) =0 paral <j<n—1, f (£) #0,
€ € I. Mostre que £ é ponto de minimo local de f se e somente se f{) (&) >o.

7. (0,5) Dado X C R mostre que:

(a) b e R éum ponto interior de X se e somente se toda sequéncia de niimeros reais convergente
a b é uma sequéncia de X (a partir de um certo termo). Mostre que b é um ponto isolado
de X se e somente se toda sequéncia de X convergente a b é constante (a partir de um certo
termo);

(b) o fecho de X é a unido de X com sua fronteira e conclua que X é fechado se e somente se
contém a sua fronteira;

8. (2,0) Disserte sobre o tema limites de fungdes reais de uma varidvel real. Nessa questio
sugerimos que sejam abordados os seguintes tépicos:

e Definicao;

Propriedades;

Limites laterais;

Limites no infinito;

Limites infinitos.



