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Unidade A: As Origens da Teoria da Relatividade Esp  ecial

1 - Introducgao

O fisico, matematico e astronomo italiano Galileu Galilei (1564 — 1642) introduziu

o principio da relatividade no estudo da cinemética ao notar que para descrever o
movimento de uma particula & necessario definir um sistema de referéncia (ou
referencial) e que este movimento apresenta caracteristicas distintas em diferentes
referenciais. Posteriormente, o fisico e matematico inglés lsaac Newton (1643 — 1727)
usou as idéias de Galileu para formular as leis que regem 0s movimentos na mecanica
classica — as Leis de Newton. Tanto para Newton, quanto para Galileu, o espaco (trés
dimensdes) e o tempo séo conceitos independentes.

A Teoria da Relatividade foi formulada no inicio do Sec. XX pelo fisico aleméo,

radicado nos Estados Unidos, Albert Einstein (1879 — 1955). Nesta teoria, 0s conceitos

independentes de espaco e tempo, usados por Newton, sao substituidos por um Unico
conceito chamado espaco-tempo que possui quatro dimensfes: trés dimensfes
espaciais (comprimento, largura e altura) e o tempo. A teoria da relatividade especial,
publicada em 1905, se aplica a movimentos relativos que ocorrem na auséncia de
campos gravitacionais, ou seja, descreve o principio da relatividade do movimento de
referenciais em movimento uniforme. J& a teoria de relatividade geral, publicada por
Einstein em 1915, é uma generalizacdo da teoria da gravitacdo de Newton e leva em
consideracdo o principio da relatividade do movimento de referenciais em movimento
acelerado, incluindo a teoria da relatividade especial como um caso particular em que a
aceleracdo é nula. A formulacdo matematica da teoria da relatividade geral possui um
grau de complexidade que foge ao objetivo do presente texto e por esse motivo nao
sera discutida.

Neste texto apresentamos uma breve discussédo sobre a teoria da relatividade
especial. Nesta unidade apresentamos uma explanagao sobre as origens desta teoria,
na unidade B €& apresentada a formulacdo das transformacdes de Lorentz.
Consideragfes sobre momento relativistico e energia relativistica sdo apresentadas na
unidade C e a unidade D discute aplicacfes da teoria da relatividade especial em

processos de alta energia.



2 — Newton

Todos os fendmenos naturais ocorrem em algum lugar do espaco e se
modificam com o passar do tempo e um evento fisico pode ser definido como um
elemento de algum fendmeno que ocorre em uma determinada posicdo no espaco em
um determinado instante de tempo. Dessa forma, um fendémeno fisico pode ser descrito
como uma sequéncia destes eventos. A medida das posi¢cdes no espaco onde ocorrem
0s eventos pode ser caracterizada pela escolha de um sistema de referéncia (ou
referencial), que pode ser definido como um sistema de eixos, nos quais as posi¢des
em gue o evento ocorre serdo indicadas. Um exemplo de um referencial é apresentado
na Figura A.1, onde um ponto (P) no espaco € definido pelas suas coordenadas x, y e
z, as quais sao construidas pela proje¢cdo do ponto nos eixos X, Y e Z. Um fendbmeno
fisico, como por um exemplo a trajetéria de uma particula, pode ser caracterizado por
sucessivas medidas da posicdo do espaco em que os eventos ocorrem em diferentes

instantes de tempo.

£

/

Figura 2.1: Representagdo de um sistema de referénc  ia com os eixos X, Y e Z. O ponto P representado
possui coordenadas (x,y,z) e 0 a letra O representa  a origem do sistema de referéncia, com coordenadas
(0,0,0).

Podemos facilmente notar que o movimento de uma dada particula é diferente

guando diferentes referenciais sdo usados para realizar as medidas, ou seja, sua
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trajetoria, velocidade e aceleracdo em cada posicdo ndo sdo as mesmas para
diferentes referenciais.

Vamos agora considerar o movimento de uma particula livre, ou seja, uma
particula sobre a qual ndo atua qualquer for¢ca ou cuja forca resultante seja nula. A
primeira lei de Newton nos diz que € possivel encontrar um referencial (ou um conjunto
de referenciais) no qual uma particula livre sempre permanece em repouso ou em
movimento retilineo com velocidade constante. Estes referenciais sdo chamados de
referenciais inerciais . Escrevendo de outra forma, um referencial inercial é aquele em
gue as trés leis de Newton séo validas. Uma vez encontrado um referencial inercial é
possivel encontrar um conjunto infinito de referenciais inerciais, qualquer referencial
gue se movimente com velocidade constante em relagdo a um referencial inercial
também é um referencial inercial. Por outro lado, qualquer referencial que se desloque
com velocidade varidvel em relacdo a um referencial inercial ndo pode ser um
referencial inercial.

A mecéanica Newtoniana faz uso dos conceitos classicos de espacgo e tempo
absolutos, os quais sdo de facil compreensdo e correspondem a nossa experiéncia
cotidiana, diferentemente das definicbes empregadas na teoria da relatividade como
veremos mais adiante. De acordo com Newton, o espaco absoluto sempre
permanecia similar e imovel por sua propria natureza e sem relagcdo com qualquer
corpo externo. Para Newton, 0 espago era uma enorme caixa, contendo materiais e
objetos, onde os fendmenos fisicos aconteciam. Este espaco era tridimensional,
continuo, imoével (ndo variava com tempo), infinito, uniforme e possuia as mesmas
propriedades em todas as direcdes. Newton também defendia a idéia de um tempo
absoluto , o qual era unidimensional, continuo, infinito e possuia as mesmas
propriedades em todos os locais do universo. Este tempo fluia igualmente para
gualquer evento fisico sem nenhuma interferéncia externa.

A concepcdo moderna sobre espaco e tempo € de que estes ndo sao absolutos
e, como conseqUéncia ndo existe um movimento absoluto. A teoria da relatividade
especial mostra que o tempo de um determinado evento € diferente em diferentes

referenciais inerciais. Esta teoria descreve como as grandezas fisicas e as formulacdes



matematicas usadas para descrever as leis fisicas se transformam de um referencial

inercial para outro.

3 — A Relatividade de Galileu

Nesta secdo vamos discutir como as grandezas fisicas e expressoes
matematicas que descrevem certo fendbmeno fisico se transformam de um referencial
inercial para outro referencial inercial em movimento retilineo uniforme usando os
fundamentos da mecéanica classica. Para analisar como as posi¢oes e velocidades de
uma determinada particula se modificam de um referencial inercial para outro que se
move em linha reta com velocidade constante em relacdo ao primeiro, vamos
considerar dois referenciais R e R’ como mostrado na Figura A.2. Nesta figura
mostramos um caso particular em que os eixos X, Y e Z do referencial R sé&o paralelos
aos eixos X', Y' e Z' do referencial R’, respectivamente. R’ se move com velocidade o
em relacdo a R. O ponto P, que representa o local onde a particula se encontra, possui
coordenadas X, y e z no referencial R e X', y’, e Z', no referencial R’. Para caracterizar o
evento fisico, além da posicdo espacial, precisamos conhecer também o instante de
tempo em que ele ocorreu medido no referencial R (t) e no referencial R’ (t'). Vamos
agora encontrar qual é a relacdo entre as coordenadas em R e as coordenadas em R’
(x, y, z, t). De acordo com a mecanica classica, estas coordenadas estédo
relacionadas da seguinte forma:

T =2 — Ut

/

Y =y —uyt Al
2 =z—wv.t (A1)
=t

onde v,,v, € v. S0 as componentes da velocidade v de R’ medida em relacdo a R.
Usando a notacdo vetorial para representar as posicoes e a velocidade de R’ em

relacdo a R, a equacgéao acima fica:
{ r=17r—ut (A.2)

Estas equacOes sdo as transformacodes de Galileu para as posi¢cdes . Conhecendo
as posicdes em um referencial inercial podemos calcular as posi¢cdes correspondentes

em qualquer outro referencial inercial. Neste ponto vale a pena ressaltar que o instante
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de tempo em que 0 evento ocorre € 0 mesmo em R e em R’ e, como estes referenciais
sdo genéricos (dois referenciais quaisquer), podemos dizer que o fluxo do tempo é o
mesmo em todos os referenciais inerciais. As transformacdes de Galileu também néo
incorporam qualquer relacdo entre fluxo de tempo com as relagdes espaciais entre
particulas ou com as propriedades espaciais dos objetos. Dessa forma, as
transformacdes de Galileu incorporam a idéia de espaco e tempo absolutos, discutidos

na secao anterior.

<l

=4

<l

Figura A.2: Dois referenciais R e R' com origens O e O’, respectivamente. R e R’ possuem eixos paralel ose

R’ se movendo um em relagdo a R com uma velocidade v.

A velocidade da particula no referencial R (7) € dada por i = %’; enquanto que a

velocidade da particula em R’ (u’) é expressa por i’ = % Dessa forma podemos obter

a relacao entre 7 e ', simplesmente fazendo a derivada temporal da primeira equacao
em (A.2), obtendo-se:

W =1 —17. (A.3)
Esta equacdo é conhecida como a transformacdo de Galileu para a velocidade
Conhecendo a velocidade de uma particula em um referencial inercial podemos

calcular a velocidade correspondente em qualquer outro referencial inercial.
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Finalmente, podemos verificar qual é a relacdo entre a aceleracdo da particula

em R e em R’, fazendo a derivada temporal da equacao (A.3), que resulta em:

a=da, (A.4)
sendo a = % e a= ‘C’l—f e lembrando que ¢ é constante e portanto sua derivada em
relacdo ao tempo é nula. Das equacoes (A.2), (A.3) e (A.4) observamos que as

posicdes e velocidades da particula nos referenciais inerciais R e R’ sdo diferentes,
porém o valor de sua aceleracdo € o mesmo nos dois referenciais. Multiplicando a
equacao (A.4) pela massa (m) da particula obtemos

mad = md. (A.5)
Esta equacdo nos diz que a expressdo matematica da segunda lei de Newton tem a
mesma forma nos dois referenciais, ou seja, se esta lei é valida em um referencial
inercial ela também é valida em qualquer outro referencial inercial. Esta concluséo
implica que as expressfes matematicas de outras leis da mecénica classica, que se
originam das leis de Newton, também possuem as mesmas formas em diferentes
referenciais inerciais. Podemos reescrever a discussdo acima como o principio da
relatividade de Galileu , que pode ser enunciado da seguinte forma: as expressoes
matematicas que representam as leis da mecéanica classica tém a mesma forma em

todos os referenciais inerciais.

EXEMPLO: Uma ambulancia se desloca por uma estrada retilinea e ultrapassa um
carro que se movimenta no mesmo sentido com velocidade de 80 km/h. Um dos
passageiros do carro usa o fendbmeno do efeito Doppler para medir a velocidade da
ambulancia em relacdo ao carro e verifica que esta se afasta com velocidade de 20
km/h.

a) Qual é a velocidade da ambulancia em relacdo ao referencial fixo na estrada?

b) Apos 6 minutos da ultrapassagem, qual é a distancia percorrida pela ambulancia em
relacdo ao carro?

Solucao: Primeiramente, vamos considerar dois referenciais R e R’, sendo que o
referencial R estd em repouso em relagcéo a estrada e o referencial R’ est4 fixo no carro
e se movimenta com velocidade constante de 80 km/h em relacdo a R. Consideramos

estes referenciais como sendo referenciais inerciais!
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a) Podemos encontrar a velocidade da ambulancia em relagdo a R utilizando a
transformacéo de velocidade de Galileu, dada pela equacédo (A.3). Como o sentido de
deslocamento do carro e da ambulancia sdo os mesmos, podemos considerar somente
0s modulos das velocidades no célculo, entdo

uw =u— v,

onde « = 20 km/h é a velocidade da ambulancia medida no referencial R’, v = 80 km/h
€ a velocidade de R’ em relacdo a R e u é a velocidade da ambulancia em relagéo a R,
gue queremos encontrar, entdo:

uw=u"+v=20km/h + 80km/h = 100 km/h.

A velocidade a ambulancia em relacdo a um ponto fixo na estrada é de 100 km/h.

b) Vamos supor que os referenciais R e R’ possuem origens coincidentes em
zy = xo = 0, OU seja, a origem dos referenciais é fixada exatamente no ponto em que
ocorre a ultrapassagem. Apos 6 minutos, a posicdo da ambulancia em relacdo a R
sera:

x =x9+ ut =0+ 100km/h b(ﬁiiﬁ?/h = 10km.

Em relacdo a R’, a posi¢cao da ambulancia é dada pelas transformacdes de Galileu para
as posicoes (equacdes A.22). Como os movimentos do carro e da ambulancia se dao
no mesmo sentido, podemos considerar somente a componente X, entao.

¥ =z —vt=10km — 80 k1n/h606mn§1n/h = 2km

A distancia da ambulancia em relacdo ao carro é 2 km.

4 — O Eter Luminifero e a Teoria Eletromagnética

Em 1862 o fisico e matematico britanico James Clerk Maxwell (1831-1879)
formulou um conjunto de equac¢des que fundamentam a teoria eletromagnética classica
— as equacOes de Maxwell. Estas equacbes possuem uma solucdo ondulatéria na
auséncia de cargas e correntes elétricas, ou seja, elas prevéem a existéncia de ondas

eletromagnéticas. De acordo com a teoria eletromagnética classica, estas ondas se

propagam com uma velocidade igual a velocidade da luz ¢ = \/I}O_m ~3x 10° m/s, O
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qgual estava em boa concordancia com os valores experimentais obtidos para a
velocidade da luz. Esta concordéancia, aliada a propriedades de polarizagao da luz,
levaram a consideragdo de que a luz era uma onda eletromagnética. Geralmente, as
ondas eletromagnéticas sao classificadas de acordo com a sua frequéncia, como por
exemplo, ondas de rédio, radiagéo infravermelha, radiagéo visivel, radiacdo ultravioleta,
raios X, entre outras.

Na época, acreditava-se que todas as ondas necessitavam de algum meio para
se propagar, como por exemplo, uma onda em uma corda, ou a onda sonora que se
propaga no ar, o que levou os cientistas a propor a existéncia de um meio (distribuido
em todo o0 espaco) no qual as ondas eletromagnéticas se propagavam. Este meio foi
chamado de éter luminifero , ou simplesmente éter. O éter era um meio hipotético,
elastico, com caracteristicas tais que n&o ofereceria nenhuma resisténcia ao
movimento dos planetas — os quais eram muito bem descritos pelas leis de Newton — e
interagiria somente com ondas eletromagnéticas, proporcionando meios para estas se
locomoverem no espaco.

Y Y

il

7
Figura A.3: Dois referenciais inerciais R e R', com R' se movendo com mddulo de velocidade v na direcdo e
sentido de X e X'. Os dois referenciais possuem eix  os paralelos e X e X' sdo coincidentes.
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Vamos agora tentar aplicar o principio da relatividade de Galileu as ondas
eletromagnéticas. Na Figura A.3 mostramos dois referenciais inerciais, R e R’, sendo
gue R’ se move com velocidade 7 em relagdo a R na direcdo de X e X'. Estes
referenciais possuem eixos paralelos e os eixos X e X' sdo coincidentes. Se no
referencial R a velocidade da luz tem moddulo ¢, de acordo com a transformacédo de
Galileu para a velocidade [equacéo (A.3)], o médulo da velocidade da luz no referencial
R’ serd ¢ = c¢+v. Dessa forma, podemos dizer que de acordo com o principio da
relatividade de Galileu a velocidade da luz possui valores diferentes em diferentes
referenciais inerciais. Entretanto, o médulo da velocidade da luz é calculado pelas
equacOes de Maxwell e possui valor constante, o que implica que as equacdes de
Maxwell devem possuir formas diferentes em diferentes referenciais inerciais, ou seja,
ndo sdo covariantes sob as transformacgdes de Galileu. Em outras palavras, o principio
de Galileu n&o pode ser estendido para as leis que governam os fendmenos
eletromagnéticos, e consequentemente, fenébmenos Gticos.

O fato de ondas eletromagnéticas serem consideradas oscilages no éter, aliado
ao fato de as equacdes de Maxwell possuirem formas diferentes em diferentes
referenciais inerciais leva a concluséo (errbnea, como veremos a seguir) de que as leis
da teoria eletromagnética classica seriam validas somente em um referencial especial,
fixado no éter. Esta seria a Unica forma de uma onda eletromagnética que se move
com velocidade ¢ em relacdo a um referencial fixado no éter possuir velocidade
¢ =+ v em um referencial inercial que se move com velocidade v em relagdo ao
referencial fixado no éter. Entretanto, ninguém havia sido capaz de detectar o éter e,
consequentemente ndo era possivel identificar o referencial no qual as equacgdes de
Maxwell seriam vélidas. A validade da conclusdo poderia ser verificada

experimentalmente, como veremos na proxima secao.

5 — O Experimento de Michelson-Morley

Como discutido na secéo anterior, as equacdes de Maxwell nao séo
covariantes perante as transformacdes de Galileu para dois referenciais inerciais
quaisquer. A existéncia do éter poderia resolver este problema se as equacdes de

Maxwell possuissem a mesma forma em um referencial fixado no éter e em um

12



referencial inercial se movendo em relagdo ao éter em movimento retilineo e uniforme.
A existéncia deste referencial privilegiado, fixado no éter, pode ser verificada
experimentalmente a partir de medidas dos efeitos do movimento de um dado
referencial inercial em relagéo a um referencial fixado no éter no médulo da velocidade
da luz. Fixando o modulo da velocidade da luz no éter como sendo ¢ (de acordo com a
previsdo das equacgfes de Maxwell), em outro referencial inercial qualquer, o0 médulo
da velocidade da luz deveria ser diferente de c, de acordo com as transformacgfes de
Galileu para a velocidade.

Medir os efeitos do movimento de um referencial inercial qualquer em relacéo a
um referencial no éter no valor da velocidade da luz € muito dificil em experimentos de
laboratorio. Isso ocorre porqgue mesmo o0 maior valor de velocidade obtida em
laboratorio € muito menor do que a velocidade da luz, requerendo uma precisao de
medida muito grande. Entretanto, pode-se utilizar o movimento de translacdo da Terra
em torno do Sol para tentar quantificar estes efeitos. A Terra estd a uma distancia
média do Sol de r=1,5x10" m e possui um periodo de translacéo de T=3,16x10°s (1
ano = 365,25 dias x 24 horas/dia x 60 minutos/ hora x 60 segundos/minuto = 3,16x10°
segundos). Assumindo Orbita circular, a velocidade tangencial da Terra ¢é

v = 2% ~ 29,8 x 10° m/s, a qual é aproximadamente quatro ordens de grandeza menor

gue o médulo da velocidade da luz. Albert Michelson (1852-1931) foi a primeira pessoa
a se dar conta de que poderia usar 0 movimento da Terra para medir movimentos
relativos da Terra em relacdo ao éter. Michelson projetou um instumento para medir a
razdo v*/c?. Este instrumento recebeu o nome de interferémetro de Michelson, pois era
baseado no fendbmeno de interferéncia de ondas eletromagnéticas. O objetivo do
experimento era medir a velocidade da luz em relacéo a Terra (ou seja, em relacdo ao
interferébmetro) e assim demonstrar que a Terra estava se movendo em relagéo ao éter,
provando sua existéncia. A experiéncia de Michelson, realizada em 1881, néo foi bem
sucedida devido a limitacdes na precisdo de medida de seu equipamento.

Em 1887, o experimento de Michelson foi repetido com o auxilio de Edward

Morley (1838-1923), o qual ficou conhecido como o experimento de Michelson-

Morley . Michelson e Morley utilizaram um aparato instrumental mais sofisticado do que

o utilizado anteriormente por Michelson. Na Figura A.4 apresentamos uma
13



representacdo esquematica deste experimento. A luz produzida em uma fonte de luz
monocromatica incide sobre um espelho semitransparente. Parte da luz atravessa este
espelho e incide sobre o espelho A, sendo refletida ao longo do eixo horizontal, e
novamente refletida pelo espelho semitransparente até atingir o detector. Outra parcela
da luz incidente no espelho semitransparente é direcionada para o espelho B, onde é
refletida, atravessando o espelho semitransparente e atingindo o detector. Note que o
detector se move com velocidade de modulo v em relacdo a fonte emissora de luz.

Espelho B
L

=t I/E

c+ov
Fonie c . <
de luz 4 —
Espelho c-v

semilransparente

Espelho 4

4 Dﬁ&ﬂiﬂb

%
v

Figura A.4: Representagdo esquematica do experiment o de Michelson-Morley.

Vamos considerar dois referenciais, R e R’, fixando o primeiro no éter, onde a
velocidade da luz possui médulo ¢ e 0o segundo se movendo com velocidade v em
relacdo a R na horizontal. Esta situagdo é semelhante a da Figura A.3 com R fixado no
éter e R’ fixado no detector (que possui a velocidade tangencial da Terra). Aplicando a
transformacéo de Galileu para a velocidade, obtemos que a luz que vai do espelho

semitransparente ao espelho A deve ter velocidade ¢ = ¢ —» em modulo, enquanto
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gue a luz que vai do espelho A para o espelho semitransparente possui médulo de
velocidade de ¢ = ¢+ v. Por outro lado, a luz que é refletida na direcéo vertical possui

velocidade ¢ = v/¢? — v? em modulo, conforme mostrado na Figura A.5.

a) b)

al
ol

al
ol

Figura A.5: Representacdo esquematica dos vetores v elocidades para a luz. a) ¢’é a velocidade da luz antes
de ser refletida pelo espelho B, medida em um refer  encial fixo no detector (da FiguraA.4)eb) & éa

velocidade da luz apés a reflexdo no espelho B, med  ida num referencial fixo no detector.

Sendo L’ a distancia entre o espelho semitransparente e os espelhos A e B,
medida em um referencial fixo no detector, podemos calcular o tempo que a luz demora
para percorrer os dois trajetos da seguinte forma. O tempo de ida e volta do espelho

semitransparente até o espelho A seré:

/ ’ ’ / -1 ’ :
b=t L= (1) w2 (1454 ) (A.6)

c—v c+v c ¢

. 1
onde o termo (1 — g-j) foi expandido usando uma expansédo binomial' em poténcias

de »?/c> e usamos somente os dois primeiros termos. Por outro lado, o tempo
necessario para a luz percorrer o trajeto do espelho semitransparente até o espelho B e

retornar ao espelho semitransparente é:

o117 P o V2 —1/2 o )2
= a = A= (1) A E (1) (A7)

onde também usamos a expansao binomial. Dessa forma, a diferenca entre os tempos

de percursos pelos dois caminhos é dada por:

At =ty —tpm 2L [(1 + —) - (1 + ;)} ~ L2 (A.8)

! A expansdo binomial em poténcias de z do termo (1+.7:)” pode ser expressa por:

(1+z)"=1+nz+nn—1)2%/2+n(n—1)(n—2)23/6 + ...
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A equacdo (A.8) € uma grandeza sempre positiva, uma vez que L' v e ¢ Sa0
grandezas positivas e de acordo com esta equacao podemos esperar que 0 movimento
da Terra em relagdo ao éter introduziria uma diferenca de tempo entre os dois
caminhos da luz. Entretanto a diferenca de tempo prevista ndo foi observada por
Michelson e Morley e eles concluiram que a velocidade da luz em relagdo ao éter ndo
poderia ser maior do que 5 km/s. Este resultado implicava que a idéia da existéncia de
um referencial inercial especial fixo no éter para a teoria eletromagnética classica
estava errada, uma vez que o modulo da velocidade da luz neste referencial deveria
ser 300.000 km/s ao invés de apenas 5 km/s. Este experimento foi repetido inUmeras
vezes por diferentes cientistas e sob diferentes condi¢cdes, porem o resultado foi
sempre o mesmo: a velocidade da luz em relacdo ao éter € muito menor do que o
esperado.

O resultado do experimento de Michelson e Morley implica na inexisténcia de um
referencial especial para as equacdes de Maxwell e, conseqientemente que estas nédo
sdo covariantes perante as transformacgfes de Galileu. Este experimento também
indica o seguinte: a velocidade da luz € a mesma em todos os referenciais inerciais e
as equacdes (A.6) e (A.7) ficam
ta=tp=2L"c. (A.9)
Dessa forma, podemos concluir que a teoria da relatividade newtoniana ndo se aplica
as leis que regem a eletrodinamica classica e que as transformacfes de Galileu devem
ser substituidas por uma nova transformacédo, na qual as relagdes matematicas que
governam o eletromagnetismo possuam as mesmas formas em todos os referenciais
inerciais. Além do mais, essas novas transformaces devem manter a covariancia das
leis da mecéanica, como no caso das transformacdes de Galileu. A teoria da relatividade
especial de Einstein foi desenvolvida com base na construcdo tedrica destas novas
transformacodes — as transformacdes de Lorentz, como veremos mais adiante.

Em resumo, o experimento de Michelson-Morley foi a primeira grande prova da
inexisténcia do éter luminifero e de que a luz se propaga com a mesma velocidade em
diferentes referenciais inerciais. Este experimento revelou a necessidade do

desenvolvimento de novas transformacfes para posicdes e velocidades entre
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referenciais inerciais, de acordo com as quais as equacdes de Maxwell apresentassem

a mesma forma nos diferentes referenciais inerciais.

6 — Os dois Postulados de Einstein

As relacdes matematicas das leis que governam o eletromagnetismo classico
nao sao covariantes perante as transformagdes de Galileu, ou seja, possuem formas
diferentes em diferentes referenciais inerciais. Existem duas formas de resolver este
problema. A primeira seria simplesmente abandonar a exigéncia de covariancia das
equacbes de Maxwell e a segunda é a construcdo de um novo conjunto de
transformacdes no qual a simetria das equacdes de Maxwell seria preservada em todos
os referenciais inerciais. Einstein escolheu a segunda opcéo, provavelmente porque as
transformacdes de Galileu incorporam as idéias de tempo e espaco absolutos. A
exigéncia de covariancia das relagbes matematicas que governam as leis fisicas &
conhecida como o principio da relatividade de Einstein, que doravante chamaremos
simplesmente de principio da relatividade.

Uma das consequéncias do principio da relatividade é a inexisténcia de
experimentos capazes de detectar o tempo absoluto. Dessa forma, no caso do
experimento de Michelson e Morley nada impede de afirmarmos que o interferdmetro e
a Terra estavam em repouso e o0 resultado do experimento (At~ 0) pode ser
interpretado simplesmente como uma consequéncia do principio da relatividade. A
concepcdo de um referencial especial associado ao éter também pode ser
abandonada, uma vez que o modulo da velocidade da luz é o mesmo em todos o0s
referenciais inerciais.

A teoria da relatividade especial, publicada em 1905 por Einstein, é baseada em
dois postulados:

e Postulado da covariancia: as relacbes mateméticas que governam oS
fendmenos fisicos tém a mesma forma em todos os referencias inerciais.

Em outras palavras, o postulado da covariancia nos diz que ndo existe um
referencial privilegiado entre todos os referenciais inerciais. Este postulado estende o
principio da relatividade de Galileu para todos os fendémenos fisicos, ndo somente para

mecanica. Uma consequéncia deste postulado é o fim da concepcdo de espaco
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absoluto, uma vez que todos os referenciais inerciais sdo equivalentes, ndo existe
referencial privilegiado.

» Postulado da constancia da velocidade da luz: O modulo da velocidade
de propagacdo da luz no vacuo é igual em todas as direcbes em um dado
referencial inercial e 0 mesmo em qualquer referencial inercial.

O postulado da velocidade da luz nos diz que o modulo da velocidade da luz no
vacuo independe do movimento da fonte que a esta emitindo. Este postulado descreve
uma propriedade comum de todas as ondas, como por exemplo, a velocidade de
propagacdo de uma onda sonora ndo depende se a fonte esta se aproximando ou se
afastando. De acordo com o efeito Doppler? para o som, a velocidade de propagac&o
de uma onda sonora, em um determinado meio é constante, o0 que muda é a frequéncia
desta onda (e consequentemente seu comprimento de onda) com a aproximagao ou
afastamento da fonte. Neste ponto vale ressaltar que a velocidade das ondas sonoras
dependem das propriedades do meio em que se propagam, como por exemplo sua
densidade — a velocidade do som no ar e na agua sao diferentes! Dessa forma, o
postulado de Einstein para a velocidade da luz, coloca as ondas eletromagnéticas na
mesma categoria das ondas mecanicas, uma vez que ambas possuem médulos de

velocidades constantes.

% O efeito Doppler para as ondas sonoras no ar para uma fonte sonora se aproximando ou se afastando
do detector pode ser escrito por:

=

onde v é 0 médulo da velocidade do som no ar, v, é 0 valor da velocidade do detector em relacdo ao ar,
vy € 0 modulo da velocidade da fonte sonora em relagéo ao ar, v € 0 modulo da velocidade do som no ar,
vy € a freqliéncia da onda sonora emitida pela fonte e v, é a freqiiéncia detectada. O uso dos sinais
depende se a fonte e o detector estdo se aproximando ou se afastando. Usa-se o sinal de cima para o
movimento de aproximagéo e o de baixo para o movimento de afastamento em relacdo a um referencial
fixo no ar (em repouso).

Vg =
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RESUMO DA UNIDADE

Referenciais Inerciais: De acordo com a primeira lei de Newton € possivel encontrar
um referencial (ou um conjunto de referenciais) no qual uma particula livre permanece
em repouso ou em movimento retilineo com velocidade constante. Estes referenciais
sao chamados de referenciais inerciais.

Relatividade de Galileu: As transformacgfes de Galileu para as posi¢coes sdo dadas

por:
7 =7 — Ut
t =t

onde 7 € posi¢cado da particula no instante de tempo t', medidos no referencial inercial
R’, 7 é sua posicdo no instante ¢ no referencial R e R’ se move com velocidade
constante v em relagéo a R.

A transformacdo de Galileu para a velocidade é dada por

U =u—1v

onde ' e 7 sao as velocidades das particulas medidas nos referenciais inerciais R’ e R,
respectivamente.

O Eter Luminifero: No Sec. XVIII acreditava-se que todas as ondas necessitavam de
um meio para se propagarem o0 que 0s levo a propor a existéncia de um meio
hipotético, chamado éter luminifero, no qual as ondas eletromagnética se propagariam.
A inexisténcia do éter foi comprovada experimentalmente no final do Sec. XVIII pelo
experimento de Michelson-Morley. Este experimento revelou a necessidade do
desenvolvimento de novas transformacfes para as posicdes e velocidades entre
referenciais inerciais, de acordo com as quais as equacdes que fundamentam a teoria
eletromagnética apresentassem a mesma forma nos diferentes referenciais inerciais.
Postulados de Einstein: Postulado da covariancia: as relagcbes matematicas que

governam os fendmenos fisicos tém a mesma forma em todos os referencias inerciais.
Postulado da consténcia da velocidade da luz: O médulo da velocidade de propagacéo

da luz no véacuo é igual em todas as direcdes em um dado referencial inercial e o

mesmo em qualquer referencial inercial.
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EXERCICIOS
1 — Discuta a importancia da primeira lei de Newton na definicdo de um referencial
inercial.
2 — Discuta a seguinte afirmacé&o: “Qualquer referencial fixo na Terra é ndo inercial”.
3 — Um trem se desloca com velocidade constante de 60 km/h em trilhos retilineos.
Dentro de um vagédo, uma pessoa anda com uma velocidade de 10 km/h em sentido a
frente do trem, medida em um referencial inercial fixo no trem. Use as transformadas
de Galileu para a velocidade e posicao para estimar
a) Qual é a velocidade da pessoa em relacdo a um ponto fixo nos trilhos atras do
trem? [Resposta: 70 km/h]
b) Qual é a distancia que a pessoa se desloca em 11 segundos em relacdo a um
referencial fixo no trem? [Resposta: 30 m]
c) Qual é a distancia que a pessoa se desloca em 11 segundos em relagdo a um
ponto fixo nos trilhos? [Resposta: 214 m]
4 — Um certo automoével A de move com velocidade constante de modulo « = 100 km/h
em relagdo a um referencial (R) fixo no ponto P, conforme mostrado na figura abaixo.
Se um automoével B possui velocidade constante v = 50 km/h em relagdo a este mesmo
ponto. Qual é a velocidade (mdédulo, direcéo e sentido) do automovel A medida em um
referencial R’ fixo no automével B? [Resposta: O carro A terd uma velocidade de

modulo 77,9 km/h, fazendo um angulo de 79,4 graus com a horizontal]

f=50"
P B

Figura A.6: Dois automoéveis A e B se movem com velo  cidades ¥4 e ¥ em relagédo a um referencial inercial R

fixo no ponto P.

5 - Uma nave espacial se desloca com velocidade de mdadulo 0, 5¢ em relagédo a Terra.
Um astronauta na parte de trds da nave acende uma lanterna para iluminar a parte
20



dianteira da nave. Utilize a transformacéo de Galileu para a velocidade para encontrar
gual é o médulo da velocidade de um foton, que se propaga da parte de tras para a
parte da frente da nave, em relagdo a Terra. Considere o médulo da velocidade do
foton em relacdo a nave como sendo igual a ¢ (médulo da velocidade da luz). Discuta a
validade do valor encontrado para esta velocidade usando os postulados de Einstein.
[Resposta numérica: 1,5c]
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Unidade B: Transformacdes de Lorentz

Na unidade anterior discutimos as origens da teoria da relatividade de Einstein e
observamos que as equacdes mateméticas representavam um problema para o
principio da relatividade classica, uma vez que estas ndo sdo covariantes perante as
transformacfes de Galileu. Este fato levou os cientistas da época sugerirem a
existéncia de um referencial privilegiado fixado no éter para as equacdes de Maxwell.
Porém a existéncia deste referencial foi descartada através de atividades experimentais
como a experiéncia de Michelson-Morley. O principio da relatividade de Einstein supde
gue as expressdes matematicas que descrevem qualquer fendmeno fisico devem
possuir a mesma forma em todos os referenciais inerciais, exigindo assim um novo
conjunto de transformacdes para as grandezas fisicas de um referencial inercial para
outro. Nesta unidade, apresentamos as transformagdes de Lorentz, sob as quais tanto
as equacoes de Maxwell, qguanto as equagdes que descrevem as leis da mecénica sao
covariantes. Ao contrario das transformacdes de Galileu, as transformacdes de Lorentz
levam em consideracdo o fato experimental de que a velocidade da luz no vacuo

possui 0 mesmo maédulo ¢ em todos os referenciais inerciais.

1 — Transformacodes de Posicado e Tempo

Nosso objetivo é encontrar como as posi¢cfes e tempos se modificam de um
referencial inercial para outro. De acordo com o0s postulados de Einstein, estas
transformacdes devem satisfazer as seguintes condi¢oes:

* As expressbes matematicas que governam as leis fisicas devem possuir a
mesma forma em todos os referenciais inerciais;

» Concordar com as transformacgfes de Galileu no limite baixas velocidades,
pois as expressdes matematicas que descrevem as leis da mecanica
classica sao covariantes perante as transformacfes de Galileu;

* O moddulo da velocidade da luz no vacuo deve ser 0 mesmo em todos 0s
referenciais inerciais;

» Transformar a coordenada temporal, além das coordenadas espaciais, uma
vez que as concepgdes de tempo e espaco absolutos sdo abandonadas na
teoria da relatividade de Einstein.
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Para encontrar as transformacfes que satisfazem as condi¢cdes acima vamos
considerar dois referenciais inerciais conforme ilustrado na Figura B.1. Nesta figura
mostramos dois referenciais inerciais, R e R’, com R’ se movendo com uma velocidade
v em relacdo a R. Estes referenciais representam o caso particular, com eixos

paralelos, com X e X’ coincidentes e origens coincidentes em t=t'=0.

hd e
B R
— =
r
vt P
0 O XX
z
7
Figura B.1: Dois referenciais inerciais R e R', com R' movendo-se com velocidade @ emrelagdoaR. Re R’

possuem eixos paralelos e X e X’ sdo coincidentes.

Para caracterizar um evento fisico, além da posicdo espacial, precisamos
especificar o instante de tempo em que ele ocorreu. Por exemplo, um evento fisico que
ocorreu no ponto P (Figura B.1l) € caracterizado pelas coordenadas (X,y,z,t) no

referencial R e (X'\y’,z’, t) em R’. As transformacdes de Galileu (equagdes A.1l) nos

fornecem:
v =a— vt
/
Y (B-1)
t=t,

estas transformacdes sdo bem sucedidas no limite de baixas velocidades (v << ¢), ou
seja, na mecanica newtoniana. Podemos generalizar as transformadas de posicao para

a coordenada x para qualquer valor de » menor do que ¢ da seguinte forma:
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' = ~y(x — vt), (B.2)
com v — 1 para v << c. A transformacdao inversa é
z = (2’ +ot). (B.3)
Vamos agora utilizar o fato experimental de o0 médulo da velocidade da luz ser o
mesmo em qualquer referencial inercial para verificar como a coordenada temporal se
modifica do referencial R para o referencial R’. Para tal, vamos considerar a emisséo
de um raio de luz em ¢t = =0 por uma fonte localizada na origem, ou seja, em
x =2'=0. Como o médulo da velocidade da luz vale ¢ tanto em R quanto em R’,
implica que a luz percorre uma distancia =z = ¢t em R e 2/ = ¢t em R’. Substituindo = e

2’ nas equacgoes (B.2) e (B.3) obtemos:

' =~(c—v)t (B.4)
e

ct =v(c+o)t. (B.5)
Isolando ' da primeira expressao, obtém-se

# = Aleelt, (B.6)

Agora substituindo ¢ em (B.5) encontramos
A =~ c+v)(c—v) =7 —v?)

e isolando v obtemos:

1

TGy T Ve

onde g =Y. Observe que quando v <<c¢ (B~0), yv—1, como esperado das

(B.7)

equacdes (B.2) e (B.3). Por outro lado, quando v — ¢, v — o<.
Substituindo ¢ = £ na equacdo (B.6) e realizando alguns passos algeébricos,
obtemos:
t =yt + %) (B.8)
A equacao (B.8) é a transformacdo temporal do referencial R para o referencial
R’. E importante notar que o ritmo do tempo passa diferente nos dois referenciais, ou
seja, a concepcao de tempo absoluto é abandonada nesta transformacdo. Note que

guando v << ¢, v — 1 e ¢’ =t como esperado da transformacédo de Galileu.
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Juntando as transformagfes de posicdo com a transformacdo temporal,

obtemos:
' =y(x —vt)
Y=y
b (8.9)

t =7t - %).
Estas equagOes relacionam as coordenadas espacgo-temporais de um mesmo evento
fisico em dois referenciais inerciais quaisquer. Neste ponto devemos ressaltar que as
expressoes iy’ =y e 2/ = z aparecem devido a escolha do caso particular de movimento
de R’ em relacdo a R, no qual as componentes y e z da velocidade de R’ em relacéo a

R séo nulas. As transformacdes inversas ficam

x =z +ot')

y=y

Y (B.10)
t=7t+ %)

Estas transformacdes sdo conhecidas como as transformagfes de Lorentz

em homenagem ao fisico Hendrik Antoon Lorentz (1853 — 1928), que foi a primeira

pessoa a derivar estas relagbes. Devemos notar que se as transformacfes de Galileu
sao recuperadas no limite de v << ¢ e, por outro lado, se v > ¢ o fator v se torna um
namero imaginario e, consequentemente, 2/ e ¢ também se tornam imaginarios,
implicando que é fisicamente impossivel a existéncia de particulas ou objetos se
movendo com médulos de velocidades maiores do que o da velocidade da luz no

Vacuo.

2 — Dilatacdo Temporal

De acordo com a transformacdo de Lorentz para o tempo, o ritmo do tempo é
diferente em diferentes referenciais inerciais. Para discutir qual é a relacdo entre o
ritmo em diferentes referenciais inerciais, vamos considerar os referenciais da Figura
B.1, com R’ se movendo com velocidade de modulo » na dire¢do e sentido de X e X'.
Vamos considerar dois eventos fisicos, como por exemplo, o acender e apagar de uma
lampada, que ocorrem no mesmo lugar do espaco (z/,0,0) no referencial R’ nos
instantes de tempo ¢, (a lampada se acende) e ¢, (a lampada se apaga). O intervalo de

tempo transcorrido entre os dois eventos é At’ = t, — ¢, no referencial R’. Queremos
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encontrar qual é o intervalo de tempo transcorrido no referencial R At =t, — t;. De

acordo com a transformacdo de Lorentz para o tempo [dada pela Ultima equacdo das

expressdes (B.10)] obtemos:

th=(t + Lc_gg/)

ty = ’Y(t/g + l:_a;/),

entao

At =ty —ty =ty + 25) = Y(ty + %) =2t — )

e usando At' = t, — t|, obtemos:

At = yAt. (B.11)
O fator v é dado pela equacgédo (B.7) e seu valor € sempre maior ou igual a

unidade, o que implica em At > At¢’. A igualdade ocorre somente no caso particular

em que a velocidade relativa entre os dois referenciais € nula. Em outras palavras, o

intervalo de tempo medido por relogios idénticos em dois referenciais inerciais é

diferente, sendo que o intervalo de tempo menor € medido por um relégio em repouso

no referencial onde o evento fisico aconteceu. Geralmente usa-se a notacdo At, para

o intervalo associado a um fendmeno fisico que ocorre em uma mesma posi¢ao

espacial e chama-se At, de intervalo de tempo préprio. Entdo podemos reescrever a

equacao acima como:

At = yAty. (B.12)
Esta equacao nos diz que o intervalo de tempo proprio entre dois eventos fisicos

€ menor do que o intervalo de tempo transcorrido entre 0s mesmos dois eventos

medido em qualquer outro referencial inercial. Em outras palavras, o ritmo de dois

relogios idénticos ndo € o mesmo em diferentes referenciais: um rel6gio em movimento

€ mais lento do que um relégio em repouso, ou ainda, o ritmo tempo ndo é absoluto. A

este fendbmeno dé se o nome de dilatacédo temporal.

EXEMPLO: Uma nave espacial viaja com uma velocidade de modulo 0, 7¢c em missao a
um planeta que orbita a estrela Préxima Centauri®. Apés um intervalo de 10 horas a

partir do lancamento (medido em um reldgio na nave), um dos tripulantes comunica-se

% A estrela Préxima Centauri é a estrela mais préoxima da Terra, depois do Sol, localizada a 4,3 anos-luz
de distancia. Lembrando que 1 ano-luz corresponde a distancia que a luz percorre em um intervalo de
tempo de 1 ano.
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via radio com a base na Terra pela primeira vez. Quanto tempo leva para os cientistas
da base receber este sinal de radio?

Solucéo: Primeiramente vamos definir os sistemas de referéncia R fixo na Terra e R’
fixo na nave. O intervalo de tempo de 10 horas € medido em relagéo ao referencial R’,
no qual o reloégio esta em repouso, ou seja, 10 h € o intervalo de tempo proprio At.
Podemos encontrar o tempo decorrido no referencial R na Terra desde o langcamento
da nave até o momento do envio do sinal de radio pela equacgdo (B.12):

At, = Aty = ———Aly,
1-(%)

onde substituimos o fator v pela equacdo (B.7). Substituindo « = 0.7¢c e Aty = 10h,
obtemos
At, = —L__10h = 14h.

Devemos ainda considerar o tempo gasto para o sinal de radio viajar desde a nave até

a Terra. Supondo que no momento da decolagem, a posicdo da nave medida nos
referenciais R e R’ sdo iguais, z; =z, =0, ou seja, R e R’ possuem origens
coincidentes. Dessa forma, ao emitir o sinal de radio a nave estara a uma distancia x

da Terra, dada por [equacéo (B.10)]:
vAtg _0,7¢10h

= vuAty = = = =
X Yv 0 \/1_<£)_ \/1_(0,1C)-2

c c

= 9. 8 horas-luz.

Como o sinal de radio € uma onda eletromagnética ele viaja com velocidade de médulo
c e, consequentemente o tempo gasto para percorre esta distancia é:
At, = £ =9, 8 horas.

(&

Os cientistas da base receberdo o primeiro sinal de radio At = At, + At,= 23,8

horas apds o langamento.

3 — Contracédo de Lorentz

A contracdo de Lorentz — também conhecida como contracdo das distancias
ou contracdo dos comprimentos — € um fenbmeno que esta intimamente relacionado ao
fenbmeno da dilatacdo do tempo, descrito na secdo anterior. Para discutir este

fenbmeno, vamos considerar os referenciais R e R’, mostrados na Figura B.2.
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Novamente R e R’ possuem eixos paralelos e R’ se move como uma velocidade de
modulo v na direcdo e sentido de X e X'. Vamos considerar um objeto, como por
exemplo, uma régua, disposta paralelamente aos eixos X e X' (como mostrado na
figura). A régua encontra-se em repouso em relacdo a R’ e suas extremidades
possuem coordenadas espaciais x) e x5,. No referencial R a régua possui velocidade ¢

e coordenadas z; e z». De acordo com as transformagdes de Lorentz temos:

Y Y
R R
— =
P
a} g
0 © 5 xx
X, Ty
Zz
,

Figura B.2: Dois referenciais inerciais R e R', com R' movendo-se com velocidade @ emrelagdoaR. Re R’
possuem eixos paralelos e X e X’ séo coincidentes. As extremidades de uma régua situada paralelamente

aos eixos X e X' possuem coordenadas rie zoemRe ziex, emR..
zy = y(z1 — vty)
xh = y(x9 — vty).
O comprimento da régua € dado por L =z, — x; no referencial R e L' =z, — 2} no
referencial R’, com as posi¢cbes das extremidades da régua medidas no mesmo
instante de tempo ¢, ou seja, t; = t, = t. Dessa forma, temos:
L' =zal, — a2 = y(xg —vt) — y(xg — vt) = y(2y — vt — 21 + vt) = (22 — 21).
Substituindo z, — 2y = L, obtemos:
L' =~L (B.13)
Como + > 1 [dado pela equacéo (B.7)] a equacao (B.13) implicaem L' > L. A

igualdade ocorre somente no caso particular em que a velocidade relativa entre os dois
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referenciais € nula. Geralmente o comprimento medido no referencial em que o objeto
encontra-se em repouso € representado por L, e recebe o nome de comprimento
préprio. No caso de nosso exemplo, a régua encontra-se com velocidade ¢ em relacéo
ao referencial R e em repouso em relagdo ao referencial R’. Substituindo L' = L, na
equacao (B.13), obtemos:

Ly =~L. (B.14)

Devemos ressaltar que o efeito de contracdo das distancias ndo € um fato irreal
(uma ilusdo), mas sim é um efeito real, que esta associado a escolha do referencial em
relacéo ao qual as posi¢cfes das extremidades da régua sdo determinadas.

Nesta secao utilizamos como um exemplo o caso particular em que a direcdo da
velocidade de R’ em relagdo a R era coincidente com a dire¢ao de X e X'. Dessa forma
a largura e a espessura da régua nao se modificaram quando medidas em R ou em R’,
ou seja, (yh—vy))=wa—v1) € (25—2])=(22—2), pois de acordo com as
transformacdes de Lorentz 3/ =y e 2/ = z. Em um caso mais geral, onde a velocidade
de R’ em relacdo a R pode ter qualquer direcdo e sentido, observa-se que objetos
bidimensionais e tridimensionais assumem formas diferentes em diferentes referenciais
inerciais.

O significado relativistico do ato de medir € estabelecido quando falamos que as
posicdes das extremidades da réegua devem ser medidas no mesmo instante de tempo.
Note que este significado é diferente do que o ato de fotografar a régua em um
determinado instante de tempo, uma vez que o modulo da velocidade da luz é finito, o
tempo que os raios de luz de uma extremidade da régua demoram a atingir a camera
fotografica é diferente do que o tempo que os raios da outra extremidade demoram
para atingir o detector. Dessa forma, o ato de fotografar resulta em um comprimento
diferente para a régua do que o resultado obtido por uma medida no contexto da

relatividade especial.

EXEMPLO: Um passageiro de uma nave espacial que se desloca com velocidade de
modulo v = 0,8¢c em relacdo a Terra mede o comprimento de uma mesa a bordo como
sendo 1 m. Qual sera o comprimento desta mesa medida em um referencial na Terra?
Suponha que a maior dimensao da mesa esteja orientada ao longo da linha que

conecta a nave a Terra.




Solucdo: Fixando o referencial R’ na nave e o referencial R na Terra, podemos
determinar o comprimento da mesa em R pela equacgéo (B.14):

Lo =~L.

Lembrando que o comprimento préprio é medido no referencial em que o objeto

encontra-se em repouso, ou seja, Ly = 1 m. Substituindo v = , obtemos

L=t = Loj1- (%)

e finalmente substituindo os valores numeéricos, obtemos o comprimento da mesa

medido em um referencial aqui na Terra
L=1m4/1-— (%)2 = 0,6m.

O comprimento da mesa medido na Terra € 40% menor do que o valor medido
por um passageiro da nave. Se seu comprimento da mesa estivesse orientado
perpendicularmente a linha que conecta a nave a Terra, seu comprimento medido em

um referencial da nave seria igual ao valor medido em um referencial na Terra (ver as

transformacdes de Lorentz para as posicoes).

4 — Simultaneidade

Dois eventos simultaneos em um dado referencial inercial acontecem no mesmo
instante de tempo (medido em relacdo a este referencial), no entanto, a transformagéo
temporal de Lorentz sugere que em outro referencial inercial qualquer estes eventos
podem ser nao simultdneos. Isso ocorre porque a coordenada temporal em um
referencial R’ que se move com velocidade constante em relacdo a outro referencial R,
além de depender da velocidade relativa dos dois referenciais, também depende da
posicao espacial onde o evento ocorreu no referencial R (ver equagdes B.9). Em outras
palavras, podemos dizer que dois reldgios sincronizados em um dado referencial

inercial, podem néo estar sincronizados em outros referenciais inerciais.

30



R R
— =
r

o o } } XX
@€, &, ’
—_—

L,
i
>

Figura B.3: Dois reldgios idénticos 1 e 2 estdo sep  arados por uma distancia Lo e em repouso em relacédo ao

referencial inercial R. R’ é um referencial inerci  al que se move com velocidade ¢ em relagédo a R.

Para discutir a diferenca de sincronizacao de relogios em diferentes referenciais
inerciais, vamos considerar os dois referenciais inerciais de eixos paralelos mostrados
na Figura B.3. Vamos considerar dois relogios, 1 e 2, em repouso em relagcdo ao
referencial R e separados por uma distancia L, = x, — z;, onde z; € =, S&0 as posi¢des
dos relégios. Note que usamos a nomenclatura L, para representar a distancia entre os
relogios, onde L, é a distancia prépria entre os relogios (definida na se¢édo anterior).
Vamos agora considerar dois eventos simultaneos, que ocorram nas posi¢oes z; e x»
no referencial R. Como os dois reldgios estdo em repouso em relagcdo R, suas
marcacdes serdo idénticas, ou seja, t; =t, =t. De acordo com a transformacéao

temporal de Lorentz, no referencial R’ os dois eventos ocorrem nos estantes ¢} e ),

dados por:

to=nlt - 23) (B.15)
e

th = y(ty — 222). (B.16)

O intervalo de tempo decorrido entre os dois eventos no referencial R’ sera:
At =ty =ty =y(ta = 55) — (= 55) =7t = 5 —t+ 5F) = =y — 1),
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onde usamos t; = t, = t. Agora, substituindo L, = 2, — z;, obtemos
At = —y5 L.

Esta equacdo nos diz que dois eventos somente sao simultaneos em dois
referenciais somente quando v — 0, uma vez que v>1, L, >0 e ¢ € o0 modulo da
velocidade da luz (qQue é uma constante nao nula).

De acordo com o fenébmeno da dilatacdo temporal, o intervalo de tempo em R’ é
dilatado por um fator v em relagéao ao intervalo de tempo em R (At = yAt), entéo:

At =2 =—Y[, (B.17)

Esta equacgdo nos mostra que At =t, — t; < 0. Entretanto, supomos acima que
0s dois eventos ocorreram simultaneamente em R e assim esperdvamos encontrar
At =0, uma vez que At=t,—1t, e t; =t, =t. De fato, a equacao (B.17) mede a
diferenca de sincronizacdo dos reldgios em R para uma medida realizada em R’. Esta
expressao nos mostra também que para um observador em R’, 0 evento ocorre mais
tarde no relogio situado em z;, ou seja, este relogio esta atrasado em relagdo ao
reldgio situado em .

Em resumo, dois eventos simultdneos em um dado referencial inercial, nao

podem ser simultdneos em qualquer outro referencial inercial.

5 — Transformacgdes de Velocidade

Vamos investigar como a velocidade se transforma de um referencial inercial
para outro. Para isso consideremos dois referenciais inerciais de eixos paralelos (R e
R’), com origens coincidentes em ¢t =¢ =0 e com R’ se movendo com velocidade
constante de modulo v na dire¢do e sentido de X e X', conforme mostrado na Figura
B.4. Consideremos ainda o movimento de uma particula localizada no ponto P com

—

velocidade @ no referencial R e #' no referencial R’. Estamos interessados em
encontrar a relagdo entre 7 e «’. Lembrando que a velocidade é definida como a
derivada da posicao da particula em relacdo ao tempo, partimos das transformacdes de
Lorentz para as posicdes e para o tempo [dadas pelas equacdes (B.9)], podemos

escrever, na forma diferencial:
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dz' = ~(dx — vdt)

dy" = dy
dz' = dz (B.18)
dt' = ~(dt — “5).

onde dx’',dy’ e dz' sdo as componentes do deslocamento da particula no intervalo de
tempo dt’, medidas no referencial R’ e dx,dy e dz correspondem as componentes do
deslocamento da particula no referencial R no intervalo de tempo correspondente dt.

Y Y

vt P

il

7
Figura B.4: Dois referenciais inerciais R e R’, com eixos paralelos e origens coincidentes em t=t =0.R

move-se com velocidade @ em relagdo a R. Uma particula localizada no ponto P possui velocidade @ em Re

' no referencial R’.

As componentes da velocidade da particula no referencial R’ se relacionam com
as componentes de sua velocidade no referencial R, da seguinte forma:

o — da’

P

uy = a (B.19)
! ¥4

Uz = qr

Substituindo as equacgdes (B.18) nas equacdes (B.19), obtemos:

r _ A(de—odt) %—U

uy = et =
X */(dt—:z—d;r) 1-% f{_L
Cdy
ul, = dy _ at
Y y(dt—-5dz) y(1-% d_f)

ul, = : L
l7 — = ") 1w dzy-
~(dt C.zd.l) (1-% %)
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Finalmente, substituindo as componentes da velocidade medidas no referencial R

dadas por uy = % uy = & e uy = &, obtemos
/. __  ux—v
Uy = 7o,
! "u,y
uY - f\,r(l—;—éux) (BZO)
uly = Lz

Estas equacbes sédo as transformacgbes de Lorentz para a velocidade. Podemos
obter as transformacdes inversas (para o caso em que se conheca a velocidade da
particula no referencial R’ e quisermos determina-la no referencial R) simplesmente

substituindo » por —y nas equacgdes (B.20), resultando em

uly +v
o — X
ux = 14+ 5uly
e B.21
Uy = ——— .
¥ 7(1+(T2“/X) ( )
u’,
— Z
/UJZ — ’\/'(1+(—.l'.2'”i\')-'

Vale ressaltar que as equacdes para as transformacdes de velocidades obtidas
aqui sdo validas somente para 0 caso particular em que temos dois referenciais
inerciais com eixos paralelos e origens coincidentes em ¢ = ¢ = 0 como Suposto acima.

Para discutir os resultados acima, vamos considerar um caso ainda mais
particular, no qual os referenciais R e R’ possuem as mesmas caracteristicas dos
apresentados na Figura B.4, porém para uma particula que se desloca paralelamente
aos eixos X e X', com velocidade i no referencial R. As componentes da velocidade da
particula nos eixos perpendiculares a X e X’ serdo nulas nos dois referenciais e u, = u

e v/, = u’. Neste caso as equagodes (B.20) e (B.21) resultam em

w = e (B.22)
e
u = 1+_+;u (B.23)

respectivamente. Estas equag¢Bes nos mostram que se v’ — ¢ € v — ¢, entdo u — c.
Por outro lado, se v/ < ¢ e v < c, obtém-se u < c. Dessa forma, o vetor velocidade
resultante ndo pode ter médulo maior do que o modulo da velocidade da luz.

Finalmente, se v — 0, obtemos ' = « — v. Este resultado é o mesmo obtido a partir da
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transformacdo de Galileu para a velocidade, como esperado no limite de baixas

velocidades de R’ em relacdo a R.

6 — Transformacdes de Aceleracao

Vamos considerar as mesmas condi¢cdes usadas para obter as equacoes (B.22)
e (B.23) para demonstrar as transformacdes de Lorentz para a aceleragdo. Tomando a
diferencial da equacéo (B.23) obtemos:

du/ — du,(l—?_'u,)—(%t—'zi')(—:’?du) ‘ (824)

“ )2
(1 Zu)

Note que utilizamos a regra do quociente [d(%) = d“;;‘d”] para escrever a equacgao

acima. A aceleracdo medida no referencial inercial R’, definida como o’ = 2

S5 pode ser

obtida dividindo a equa(;éo (B.24) pela ultima equacao em (B.18), resultando em

(Iu(l— —(u—v)(— L%du)
L aw g du(1— % u)—(u—v) (- du)
CT T R pTa Y 3 =E

Multiplicando e dividindo o lado direito da equacéo acima por dt, obtemos:

p_ RO Fu+GEu—)(E)
a = ] » dz
V(L) (1- S u)?
Agora substituindo u = 4 e a = 4, obtemos:
;L a(l—;—éu)+a(u—v)(;—é) . a(l—c%u—i-;—fzu—z—j) a(l— L—Z
CT -y T T A0HP Y= 5w

Finalmente usamos a equagéo (B.7) para substituir (1 — ”—j) = v~2 na equacdo acima,

obtendo:
a = ﬁ (825)

A equacéo (B.25) € a transformacéo de Lorentz para o modulo da aceleragéo do
referencial R para o referencial R’. A transformagdo inversa pode ser obtida

substituindo-se v por —y € u por «’ na equagao acima, resultando em:
CI,

a = A/,:s(l+r%,lt/):s-

(B.26)

Devemos lembrar que as equacdes (B.25) e (B.26) sédo validas somente para o
caso particular em que temos dois referenciais R e R’, com eixos paralelos e origens
coincidentes em ¢ = ¢’ = 0, no qual a velocidade da particula, e conseqientemente sua

aceleracao, possui a direcdo de X e X'. Esta situacdo particular foi assumida na

35



demonstracdo da expressdo para a transformacdo de velocidade [equacdo (B.23)]
usada como base para a demonstracdo das expressbes das transformadas de

aceleracao acima.

7 — O Efeito Doppler da Luz

O efeito Doppler para o som consiste na variagdo da frequéncia das ondas
emitidas devido ao movimento relativo da fonte emissora e do detector. Vamos
considerar dois referenciais inerciais, R e R’, de eixos paralelos e origens coincidentes
em t=t =0 e com R’ se movendo em relacdo a R com velocidade de mddulo v,
conforme ilustrado na Figura B.4. Consideramos agora, uma fonte sonora em repouso
no referencial R’ que emite ondas sonoras que se propagam no ar com velocidade de
modulo v, e freqiiéncia »/ (observe que 0 meio em que 0 SOm se propaga — 0 ar — esta
em repouso no referencial R). Um detector em repouso no referencial R detecta um
som de frequéncia dada por:

/

V= I/I Vg — 14 (B.27)

vs+v 1+i'

Esta € a equacdo do efeito Doppler do som quando a fonte emissora se afasta do
receptor com uma velocidade de mddulo v em relacdo a um referencial fixo no ar e o
detector encontre-se em repouso neste referencial.

Vamos agora analisar 0 que acontece quando substituimos as ondas sonoras
por ondas eletromagnéticas, ou por brevidade, por luz. A primeira diferenca a ser
notada € o fato de ser impossivel fixar um referencial no meio em que a onda se
propaga, uma vez que este tipo de ondas ndo necessita de meio para se propagar.
Dessa forma, temos somente dois referenciais: um fixo na fonte R’ e outro fixo no
detector R. Como exemplo de fonte emissora, podemos considerar uma galaxia que se
move com velocidade v em relacdo a um referencial inercial fixo na Terra (o referencial
R), e emite luz de freqiéncia / medida em R’ se propaga com velocidade de mdédulo ¢
(em qualquer referencial). A frequéncia detectada em R serd v. Esta situacdo esta
ilustrada na Figura B.5.

Considere a emissao de um trem de onda no instante ¢t = ¢ = 0 pelo emissor

localizado na origem de R’. No referencial R a frente de onda tera coordenada espacial
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x =0, no instante ¢t = 0. J4 a traseira da onda possui coordenada z' no instante ¢’

medida no referencial R’ e coordenadas (z,t) no referencial R.

ol

Detector
O - XX
O Emissor

7
Figura B. 5: Dois referenciais inerciais R e R’ de  eixos paralelos com origens coincidentes em t=t'=0.R
se move com uma velocidade @ em relagéo a R. Uma fonte emissora de ondas eletro  magnéticas esta

localizada na origem do referencial R’ no instante de tempo t' e possui coordenadas ( z,t) no referencial R

que contém um detector de radiagcdo em sua origem.

De acordo com as transformacdes de Lorentz [equagbes (B.10)], podemos

relacionar as posicbes e os instantes de tempo nos referenciais R e R’ por:

r =2 +vt') = yot’ (B.28)
b=l + ) =t |

c

onde v = ——— [dado pela equagéo (B.7)] e ja substituimos 2’ = 0.
1— v

5
No referencial R, a distancia entre a traseira (xz = yvt’) da onda até o detector

(em x =0) é:

Ar =2 — 0= vt = yot/

e o intervalo de tempo gasto para a luz percorrer esta distancia sera:

At = Bz — vt _ L”d (B.29)

(& c c
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O tempo medido no referencial R, sera a soma entre o instante em que a onda foi
emitida e o tempo gasto para percorrer a distancia Az até o detector, ou seja

t+ At =~t'(1+2), (B.30)
onde substituimos o valor de ¢ pela equacdo (B.28) e de At pela equacdo (B.29).

Substituindo o fator v podemos escrever:

B (14+2) _ 1+2
t+ At =t {W} =t/ == B.31)

Finalmente, interpretando a frente e a traseira como dois nds sucessivos da onda, a

equacao acima fornece o periodo desta onda no referencial R. Como a frequéncia da

onda € o inverso de seu periodo, obtemos:

1 1
V= =
t+At o 14+ ’

7

mas v/ = tl é a frequiéncia no referencial R’, uma vez que ' é o periodo da onda medido

no referencial R’. Entédo, a frequéncia da luz detectada no referencial R se relaciona
com a freqUéncia da luz emitida no referencial R’ por:

- 1*% ) 1-53
V=VA1rE TV 1550 (B.32)

onde 5 = Y. Note que o fator dentro da raiz quadrada da equacao do efeito Doppler

P

relativistico* depende somente da velocidade relativa entre os referenciais inerciais.

Exemplo: A transicdo entre o terceiro e segundo nivel eletrénico do atomo de
hidrogénio produz uma linha de emisséo centrada em X = 6564,.6 A (1A = 107'm) em
laboratério. Esta transicdo € conhecida como Ha. Observacdes espectroscopicas de
certa galaxia mostram que esta transicdo € detectada em X\ =7221,0A. Qual é a
velocidade de recessao da galaxia?

Solucéo: Primeiramente supomos que as condicfes em gque esta linha se origina no
gas da galaxia sejam semelhantes as condi¢cdes de laboratério. Dessa forma, em um
referencial inercial R’, fixo na galéaxia, a transicdo ocorre em )\ = 6564,6 A, enquanto

que num referencial aqui na Terra detectamos a transicdo em \ = 7221, 0 A.

4 Veja uma simulacéo do Efeito Doppler classico e relativistico neste link.
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Substituindo a relagdo » = ¢/\ na equacéo do efeito Doppler [equacéo (B.32)] e
elevando a equacéo resultante ao quadrado, obtemos:
2 2 1_§
8= ()
Reescrevendo esta equacdo em termos de v:
(1) = (1)
)\/2+)\/23 — /\2 _ )\25
%()\I2+)\2) — )\2 _ )\/2

e finalmente
AZ;)\I-
U = Cé/\zz_,,_)\:);

Substituindo os valores de )\, \ e ¢, obtemos v =~ 28500km/s. A galaxia esta se
afastando da Terra com uma velocidade de 28500 km/s. Observa¢gdes mostram que a
grande maioria das galaxias esta se afastando da Terra. Este fendmeno € atribuido a

expansao do Universo.
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RESUMO DA UNIDADE
Transformacdes de Posicdo e Tempo: As transformacdes de Lorentz para as

posicdes e tempo sao:

' =y(x —vt)

y =y

Z =z

t=7(t—%)
onde vy = ——

Dilatacdo Temporal: O intervalo de tempo medido por relégios idénticos em dois
referenciais inerciais é diferente, sendo que o intervalo de tempo menor (Ato) é medido
por um relégio em repouso no referencial onde o evento fisico aconteceu.

At = yAty.

ou seja, o ritmo de dois relégios idénticos ndo é o mesmo em diferentes referenciais:
um relégio em movimento (que mede Ato) é mais lento do que um relégio em repouso
(que mede At). A este fendbmeno da se o nome de dilatacao temporal.

Contracédo de Lorentz: Medidas de distéancias em dois referenciais inerciais resultam
em valores diferentes. O comprimento préprio de um dado objeto (£o) (medido em R’) é
maior do que o comprimento medido em R (L). A relacdo entre Loe L é :

Lo =L,

Simultaneidade: Dois eventos simultdneos em um dado referencial inercial, nao
podem ser simultaneos em qualquer outro referencial inercial.

Transformacdes de Velocidades: As transformacgdes de Lorentz para as velocidades

sdo dadas por:

uUyx —v

/
U~ = 5
X —Tux
/ 1 Zux
_ uy
Uy =
Y T 50 Sux)
a! A
Uz = 30 Sux)"

Transformacdes de Aceleracdo: As transformacdes de Lorentz para a aceleracao
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EXERCICIOS

1 — Um astronauta abordo de uma nave espacial que se move com uma velocidade de

médulo igual a 0.5¢ ytiliza uma luneta para observar a explosio de uma estrela
supernova apos 10h do langamento. O astronauta estima a distancia da estrela como
sendo 1 ano-luz na frente da nave, ao longo de uma linha reta que conecta Terra-Nave-
Estrela. Defina um referencial inercial na Terra (R) e outro na nave (R’) e suponha que

estes possuem origens iguais em t = " =0 e calcule:
a) O instante da explosao medido no referencial da Terra. [Resposta: 0,58 anos]

b) A distancia da estrela em relacdo a Terra. [Resposta: 1,155 anos-luz]

2 — Uma sonda espacial viajando a 0,9¢ demoraria 540 anos para ir da Terra até o

planeta extrasolar CoRoT-7b>, de acordo com medidas em um relégio terrestre. Qual
seria 0 tempo medido por um relégio dentro da sonda? Considere que a sonda mantém

sua velocidade constante durante todo o percurso. [Resposta: 235,4 anos]

3 — Uma nave espacial, viajando com uma velocidade de médulo 0, 43¢, demora 10
anos para ir até a estrela Proxima Centauri e mais 10 anos para retornar a Terra, de
acordo com medidas em um reldgio na Terra. Qual é o tempo total de viagem medido
por um relogio dentro da nave? Ignore a variacdo de velocidade no inicio e final de

cada viagem. [Resposta: 18 anos]

4 — Uma nave espacial viagja com uma velocidade de mdédulo 0,7¢c em missdo ao
planeta X. Apés um intervalo de 20 horas a partir do lancamento (medido em um
relégio na nave), um astronauta se comunica com a Terra via radio. Quanto tempo
apos o langcamento este sinal é detectado? Considere os referenciais inerciais fixos na

Terra e na nave como tendo origens iguais em ¢t = t' = 0. [Resposta: 47, 6 h]

®0 planeta CoRoT-7b é o planeta fora do sistema solar mais parecido com a Terra (entre os planetas
descobertos até o momento) e esta localizado a uma distancia de aproximadamente 490 anos-luz da
Terra. Até o momento foram descobertos aproximadamente 500 planetas extrasolares.
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5 — Uma régua a bordo de uma nave espacial viajando com velocidade de médulo 0, 5¢
possui um metro de comprimento, medido em um referencial inercial fixo na nave. Qual
€ o tamanho da régua medido em um referencial inercial na Terra, se

a) arégua esta paralela a linha que conecta a Terra a nave; [Resposta: 86,6 cm]

b) a régua esta perpendicular a linha que conecta a Terra a nave. [Resposta: 1m]
6 — Certa galaxia se afasta da Terra com uma velocidade de 0,4c. Se um féton é

emitido com comprimento de onda )\ = 5000A, qual é o comprimento de onda

detectado aqui na Terra? [Resposta: A ~ 11667A ].
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Unidade C: Momento e Energia

1 — Momento Relativistico

A conservacdo do momento linear (ou simplesmente momento) € um principio
bem estabelecido na mecanica Newtoniana. Por exemplo, em uma colisdo entre duas
particulas, podemos facilmente mostrar que p; = p; em todos os referenciais inerciais,
se as velocidades das particulas em diferentes referenciais inerciais estéo relacionadas
pelas transformadas de Galileu.

Na mecanica classica, 0 momento de uma particula € definido como p = mi,
onde m € a massa da particula e 7 é sua velocidade num dado referencial inercial.
Vamos utilizar esta definicdo para verificar se 0 momento se conserva quando as
velocidades das particulas em diferentes referenciais inerciais estéo relacionadas pelas
transformacdes de Lorentz ao invés das transformacdes classicas de Galileu. Para
iSso, vamos considerar a situacao ilustrada na Figura C.1. Dois referenciais inerciais
com eixos paralelos, como R’ se movendo com velocidade 7 na diregcédo e sentido de X
e X'. Vamos considerar uma colisdo entre duas particulas, A e B, com massas iguais,
sendo que a particula A possui velocidade paralela ao eixo Y e com modulo « no
referencial R, enquanto que a particula B possui um valor de velocidade —u
paralelamente ao eixo Y’ no referencial R’. A variacdo do médulo do momento total no
referencial R na direcdo Y é dada por
Apy = Apay + Appy (C.1)
De acordo com o principio da conservagdo do momento linear esta variacdo deve ser
nula. Na direcdo X a componente da velocidade da particula A no referencial R € nula e
conseqientemente a componente do momento linear nesta direcdo, antes e depois da
colisédo, também é nulo.

Se coliséo entre as particulas for perfeitamente elastica, 0 médulo da velocidade
da particula A apds a colisdo terd o mesmo valor «, porém esta velocidade esta no
sentido —Y no referencial R, sentido contréario a velocidade da particula A depois da
colisdo. Usando a definicho de momento da mecéanica newtoniana, a variagao do
momento da particula A no referencial R, na direcao Y, é dado por:

Apay = mu — m(—u) = 2mu. (C.2)
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Figura C.1: Colisdo entre duas particulas, Ae B, n  os referenciais inerciais R e R', 0s quais possuem eixos
paralelos e R' se move com velocidade ¥ em relagdo a R. As posi¢Ges das particlas e suas v elocidades séo

mostradas nas situagdes anterior e posterior a coli séo.
Vamos agora analisar a variagdo do momento da particula B no referencial R.
No referencial R’, a particula B possui componentes de velocidades uj v =0 e
uzy = —u. As componentes da velocidade da particula B ao longo dos eixos X e Y no

referencial R podem ser obtidas usando as transformacdes de Lorentz para a

velocidade [equacbes (B.21)], da seguinte forma:

/
up xtv
UB X = T—o7— = U
9 1+=u
2B.x (C.3)
Ur v = B,y _ _u
BY — "/’(1'*‘(_%'“/13”\') B Y

Dessa forma, a variagdo do momento da particula B ao longo do eixo X no referencial

R seréa:

Appy =m(=%) —m(%) = —2m?2. (C.4)

Substituindo as equacoes (C.4) e (C.2) na equacao (C.1) obtemos:

Apy = 2mu(l — %) (C.5)
A equacédo (C.5) nos mostra que Apy # 0, ou seja, 0 momento ndo se conserva

no referencial R quando usamos sua definicdo classica juntamente com as

transformacbes de Lorentz para a velocidade. Entretanto no limite de baixas
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velocidades, v — 1 e consequentemente Apy — 0. Podemos demonstrar de maneira
analoga que a variagdo do momento na componente X em R também possui valor
diferente de zero e ainda que o momento no referencial R’ também n&o se conserva.
Deixamos isso como um exercicio para o leitor.

O problema da néo conservacdao do momento pode ser solucionado de duas
formas distintas: (1) Dizendo que o principio da conservacdo do momento nédo é de fato
um principio geral, ndo sendo valido para altas velocidades e (2) o principio da
conservacdo do momento € sempre valida, porém a expressao p = mv deve ser
modificada para altas velocidades. A teoria da relatividade especial aceita como
verdadeiro o principio da conservacdo do momento e portanto a segunda op¢ao deve
ser escolhida. A nova definicdo para o momento deve satisfazer as seguintes
condicoes:

« O momento relativistico deve ser conservado nas colisbes em qualquer

referencial inercial,

» Para baixas velocidades, 7 — mi como requerido pelas leis da mecéanica

newtoniana.

Para encontrar uma expressao para 0 momento relativistico, vamos considerar o
movimento de uma particula ao longo do eixo Y’ no referencial R’, como por exemplo, a
particula B da Figura C.1. Supondo que esta particula se mova uma distancia Ay em
um intervalo de tempo At’ neste referencial. O valor de Ay € o mesmo nos referenciais
R e R’ pois o0 movimento de R’ em relacdo a R ocorre ao longo do eixo X [ver equagdes
(B.9)], porém o intervalo de tempo é diferente em diferentes referenciais inerciais, ou
seja, ndo € invariante sob a teoria da relatividade especial. De acordo com a definicdo

Ay

classica para o momento, temos py = mx<4, entretanto como o intervalo de tempo A#'

ndo é invariante sob a teoria da relatividade especial, vamos substituir A#' pelo
intervalo de tempo proprio At,, medido em relacdo a um referencial fixo na particula,
dado pela expressao (B.12), reescrita abaixo:
Aty = /T — (%)2A¢
Substituindo At,, a expressao para py fica:

Ay At At/

Ay
Py = M- =M =Py = MUy ————.
Py Atg At/ Aty PY ¥ fi—(Z)2At
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Entao,

muy

pyr = \/W
e consequentemente o vetor momento relativistico fica
7= % (C.6)

Podemos facilmente notar que a segunda condi¢cdo destacada acima € satisfeita, uma
vez que quando u <<¢, 0 denominador da equagdo (C.6) tende a um e
consequentemente 5 — mu. Vamos agora verificar se a equagdo do momento
relativistico satisfaz a primeira condicdo, listada acima, considerando a situacdo da
ilustrada na Figura C.1. A variacdo do momento para a particula A ao longo de Y no
referencial R agora assume a seguinte forma:

Apay = mu __m(=w) — 2mu C.7
PAY \/1—(%)2 \/1_(%)2 \/1_(%)2 ( )

Para a particula B podemos escrever:

Y

, _ )
Appy = iRz \i(E

c

m(—;) m(% - —ZAﬂ u _, (C8)
)? [
)

[}

O termo dentro da raiz quadrada € dado por:

u2 +u2 ) u'z w
=1 - M) (1 (e

S

1_11

C

)

onde usamos as equacdes (C.3) e a definicdo do fator v [equacédo (B.7)]. Substituindo
este termo na equacéo (C.8), obtemos:
Appy = — 2. (C.9)

1-(%)2
A variagdo do momento total ao longo do eixo Y no referencial R sera
Apy = Apay + Appy = 0. Este resultado nos diz que o momento total da coliséo ao
longo do eixo Y no referencial R é conservado. Este resultado também é obtido quando
analisamos a componente X do momento relativistico no referencial R, bem como
guando analisamos a variacdo do momento no referencial R’. Deixamos estas
demonstracbes como exercicio, as quais podem ser feitas de maneira analoga a

apresentada aqui.
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2 — Massa

No limite de baixas velocidades, onde * — 0, a expressao para 0 momento

relativistico de uma particula se aproxima do valor classico, ou seja, p — mii. Neste
caso, o simbolo m representa a massa da particula e possui 0 mesmo valor na teoria
da relatividade especial e na mecéanica classica. No limite de baixas velocidades,
u — 0 uma vez que ¢ é uma constante. Neste caso, m representa a massa da particula
medida no referencial inercial em que a particula encontra-se em repouso e é
comumente chamada de massa de repouso, m,, analogamente a definicdo de intervalo
de tempo préoprio Aty e comprimento proprio L, discutidos na unidade anterior.

Alguns autores apresentam o momento relativistico escrito da forma j = mpii,

onde mpr é conhecida como a massa relativistica e € expressa por

m

mpr = 1_(%)2,
obtida diretamente da comparacdo das expressfes para 0 momento classico e
relativistico. Entretanto esta expressdo mostra que a massa relativistica aumenta com
0 aumento da velocidade da particula, ou seja, a massa relativistica € diferente em
diferentes referenciais inerciais.

O termo massa relativistica vem sendo abandonado na literatura cientifica
recente, uma vez que introduz a idéia de que a massa de uma particula ou objeto
depende da velocidade com que este se movimenta. Neste texto, ndo adotaremos 0
termo massa relativistica para evitar confusdo. O simbolo m sempre representara a
massa da particula ou objeto, a qual possui 0 mesmo valor em qualquer referencial
inercial e representa a mesma grandeza da mecanica classica. Em outras palavras, a

massa de uma particula € um invariante relativistico.

3 — A Velocidade Limite

Na mecéanica classica, a velocidade de uma particula pode assumir qualquer
valor, ou seja, ndo existe um limite de velocidade. Entretanto na teoria da relatividade
especial, podemos mostrar que o0 moédulo da velocidade de qualquer objeto ndo pode

exceder o valor da velocidade da luz no vacuo.
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Figura C.2: Gréfico p versus % para 0 momento relativistico (curva tracejada) e ¢ lassico (curva continua). A

linha pontilhada na vertical representa u = c.

Para verificar esta informacdo apresentamos na Figura C.2, um grafico do
momento linear versus a velocidade. A curva continua representa a expressao classica
para 0 momento, p = mu, € mostra que este varia linearmente com a velocidade. A
variacdo do momento relativistico, dado pela equacédo (C.6), com a velocidade esta
representada pela curva tracejada. Podemos observar que em valores baixos de
velocidade (u << ¢) o valor momento relativistico se aproxima do valor do momento
classico.  Entretanto, para velocidades maiores, as duas curvas apresentam
comportamentos distintos. Quando u — ¢, observamos que p — co para 0 momento
relativistico. Este resultado pode ser interpretado da seguinte forma: nenhuma particula

ou objeto material pode se deslocar com moédulo de velocidade maior do que o médulo
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da velocidade da luz no vacuo c. Dessa forma c¢ representa a velocidade limite de
gualquer objeto material.
Podemos chegar a esta mesma conclusédo analisando o conceito de for¢ca na

teoria da relatividade especial, como mostramos a seguir.

4 — Forca e Aceleracéao
Mostramos anteriormente que o0 momento classico 7 = m# € uma grandeza que
ndo se conserva no caso de colisées com velocidades relativisticas. Isto implica que a
expressdo matematica da segunda lei de Newton, dada por F = mi, também n&o pode
estar correta na teoria da relatividade, uma vez que conduziria a uma conservacao do
momento classico em colisdes relativisticas — 0 que ndo acontece. Entretanto a
expressao matematica da segunda lei de Newton na mecanica classica pode ser
escrita em termos do momento, como se segue:
di __ d(ma)

= 4
F—m,a—mdt_ = @

Uma vez que ja encontramos uma expressao relativistica para o momento
[equacdo (C.6)], podemos tentar usa-la, juntamente com a equacdo acima, para
encontrar uma expressao para a forca na teoria da relatividade especial. Tomando a

diferencial da equacéo (C.6), obtemos:

mdii[1—(%)?2 l—m,{i. m
dﬁ: 1i[1 (c) ]? 0 — mdi ) (C].O)

[1-(%)2)2

Note que utilizamos novamente a regra do quociente para derivar e como 0 termo «
gue aparece no denominador é o modulo da velocidade da particula (que é
considerado constante), a diferencial do denominador é nula. Considerando um
movimento unidimensional, ou seja, a forca e a velocidade da particula estdo na
mesma direcdo, podemos escrever a equacdo da forca em termo dos modulos da

seguinte forma:

F=%=_m_ du 11
dt [1_(%)3]% dt (C )

Como o modulo da aceleracdo da particula pode ser dado por a = ‘f]—l; obtemos

F=—m (C.12)

[1-(%)2)3
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Esta € a equacao para o médulo da forca relativistica sobre uma particula de massa
m com aceleracdo a, quando a forca e a velocidade da particula possuem o mesmo
sentido. Esta expressdo nos mostra que, sendo m uma constante, quando u — 0,
F — ma, recuperando assim a expressao classica da forca, como esperado. Por outro
lado sendo m e F' constantes e v — ¢, obtém-se « — 0, independente do valor da forca.
Esta ultima conclusdo pode ser interpretada em termos do limite “cosmico” ¢ para o
modulo da velocidade de uma particula, uma vez que o médulo da aceleracédo
produzida numa particula por uma forca de modulo constante tende a zero quando o
modulo da velocidade da particula se aproxima de c. Isto implica que o valor maximo
para a velocidade de uma particula corresponde ao modulo da velocidade da luz no

Vacuo.

EXEMPLO: Considere uma particula de massa m que se move com velocidade de
modulo igual & metade do modulo da velocidade da luz. Qual € a razdo entre o

momento relativistico e 0 momento classico?

Solucdo: Os moédulos do momento relativistico (p,) e classico (p.) da particula sédo

dados por:
_ mu

br= "=y

e

Pe = MU,

onde m é a massa da particula e » € o médulo de sua velocidade. A razéo g— sera

mu
Pr V1-(H2 1

Pe mu - \/1,(171.)2'
Note que esta razdo independe da massa da particula. Este resultado era esperado,

uma vez que a massa de uma particula possui o mesmo valor tanto na mecanica
classica quanto na teoria da relatividade. Substituindo « = 0,5¢ dado no enunciado do
exercicio, obtemos:

e 1 —~1.15
Pe 1—(%:5¢)2 !
P

Este resultado nos mostra que o uso da equagéao classica para calcular o momento de

uma particula que se move com velocidade de modulo 0, 5¢ resultaria em um momento
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15% menor do que o valor real. Para particulas que se movem com velocidades

maiores este erro aumenta rapidamente. Por exemplo, se v = 0.9¢, obtém-se ﬁ— ~2.3e

0 uso da equacéo classica para o0 momento resulta em um erro maior do que 100% no

valor do momento da particula.

5 — Energia total de uma Particula Livre

O principio de conservacgao de energia € um principio fundamental assim como o
principio de conservacdo do momento. Assim com o momento relativistico, a energia
relativistica deve satisfazer as seguintes condi¢des:

* A energia total deve ser conservada em qualquer sistema isolado;

« Para baixas velocidades (% — 0) a energia relativistica deve tender ao valor

classico.
Vamos comecar procurando uma expressao para a energia cinética relativistica.
O teorema trabalho-energia cinética, que diz que o trabalho de uma forca sobre uma
particula € igual a variacdo da energia cinética da mesma. Vamos considerar 0
movimento unidimensional de uma particula, que parte do repouso da posi¢ao z;, e se
desloca até a posicado z, onde possui velocidade «. O trabalho realizado para acelerar
uma particula desde o repouso até « € dado por:
W=E,= f}llz Fdz

Substituindo F = Z—f e escrevendo a integral em termos da velocidade da particula,

obtemos:
E, = IlQ dpd ¢ dp dr gy — fo Ludu. (C.13)

0 du dt

Agora, calculando o termo 2,

dp . \W1-@2)  Tmmr o m____du

du du du [1—(%)2]3/2% - [1—(%)2]3/2'
Substituindo este termo na equacdo (C.13) e calculando a integral encontramos a

energia cinética da particula

E.= [} #“]/,du = [m(‘ (1—(2)? )_%]

v

0

E. =mc? (—1_1(1_) — 1) (C.14)
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Esta expressao € a definicdo da energia cinética relativistica de uma particula
de massa m e velocidade de maédulo .

Vamos verificar se a expressdo para a energia cinética relativistica se reduz a
equacdo classica no limite de baixas velocidades. Para tal vamos expandir o termo

[1— (%)%)~"/2 em torno de (“)? através de uma expans&o binomial® da seguinte forma:

[1- (@7 =1+ 3P+ 32 +

C C
No limite de baixas velocidades, * — 0, podemos truncar esta expansdo no segundo
termo e a expressao para a energia cinética resulta em:

B.~mc[1+ ()2 —1] = = (1)2 Lmu?,

2\ ¢ =2\ T2

Dessa forma, a expressdo para a energia cinética na teoria da relatividade especial
recupera a forma classica no limite de baixas velocidades.

Neste ponto é importante notar que o primeiro termo da expressdo para a

energia cinética relativistica [equacdo (C.14)], —2<_, depende da velocidade da

2
particula «, enquanto que o segundo termo, mc?, independe da velocidade da particula.
A grandeza mc? é chamada de energia de repouso da particula livre.

A energia relativistica total da particula livre é definida por:

E=mc+E.=mdc + _m? 2
E=—me_ (C.15)

1-(2)?

Esta equacdo nos diz que a energia de uma particula livre sempre € uma
grandeza positiva ndo nula. Seu valor minimo corresponde a situacdo em que a
particula esta em repouso em relacdo a um dado referencial, ou seja, « = 0, quando a
energia total vale £ = mc?. Comumente se expressa esta energia como
Ey = mc? (C.16)
Esta equacdo representa a energia de repouso da particula livre, como definido

acima.

® A expansdo binomial em poténcias de x do termo (1+x)” pode ser expressa por:

(1+z)"=1+nz+n(n—1)22/2+n(n—1)(n—2)2*/6+ ...
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A equacédo para a energia total relativistica satisfaz o principio da conservagao
da energia. Esta afirmacdo pode ser verificada experimentalmente, por exemplo,
através do estudo de colisdes entre particulas ou da desintegracédo nuclear.

As equagles apresentadas nesta secdo foram obtidas para uma particula livre,
porém elas também sdo validas para um corpo livre, constituido de um ndmero
qgualquer de particulas. Entretanto, é importante notar que na teoria da relatividade a
massa total de um corpo qualquer é diferente da soma das massas das particulas que
o constituem. Isso fica mais claro, quando pensamos em termos da energia de repouso
de um corpo livre, que pode ser dada pela equacéo (C.16). A energia de um corpo livre
€ dada pela soma das energias de repouso das particulas que o constituem, das
energias cinéticas destas particulas e das energias potenciais associadas as interacfes
mutuas das particulas, ou seja, mc® # Z}; m;c?, onde m € a massa total do corpo e m;
€ a massa das particulas que o constituem. Como ¢ é constante, obtemos que
m # Z;‘f\;l m;, OU seja, a massa total do corpo € diferente da soma das massas das

particulas que o constituem.

6 — Relacdo Massa-Energia

A equacédo para a energia de repouso de um corpo livre [equacdo (C.16)] é
conhecida como a equacéo de Einstein e sugere que a massa inercial de um corpo e
sua energia de repouso sdo grandezas intimamente ligadas. Einstein sugeriu que esta
equacdo poderia ser comprovada experimentalmente utilizando-se elementos
radioativos, 0s quais possuem conteudo de energia variavel.

Vamos supor que um dado elemento emita uma quantidade de energia F na
forma de radiacdo eletromagnética, de acordo com a equacdo (C.16) sua massa
diminui por um fator £ e a radiacédo eletromagnética transporta inércia para outros

02
corpos. O termo £ expressa a inércia da radiagéo eletromagnética.

O principio da conservacdo da energia total pode ser comprovado
experimentalmente para processos relativisticos, como dito na secdo anterior.
Entretanto, outro principio de conservacédo — o principio de conservacdo da massa —
ndo deve ser tratado de maneira isolada na teoria da relatividade especial, devido a

relacdo entre a massa e a energia, discutida acima. A relagdo massa-energia implica
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na substituicdo das leis de conservacdo de massa e de energia por uma unica lei de

conservacdo de massa-energia, na qual a quantidade que se conserva é mc? + E,.

7 — Relacao Energia-Momento

Em algumas situacfes é conveniente expressar a energia total em termos do
momento da particula. As equacdes para a energia total relativistica [equacao (C.15)]
e para 0 momento relativistico [equacédo (C.6)] sdo transcritas abaixo

2

E — mc

e
p — mu
V1-(2)?
Elevando ao quadrado estas duas equacdes, obtemos:
2 m2ct _ m2S
B = I-(%)2 = 2—u?
e

2,2 2.2,2
2 . m-u __ m*cu

= 1-(%)2 22 "

Multiplicando a segunda equacéo por ¢? e subtraindo-a da primeira, da seguinte forma:

2.6 4,2 2

. ‘ 2 , 4 ‘
EZ_pZCQZ m _ micut _ _mic” (02_u2)2m204.

22 242 (cZ—u2)
Finalmente, reorganizando os termos desta equacao, obtemos a seguinte relagcéo:
E? = p?c® + m2ct, (C.17)

Esta expressao € valida tanto para particulas livres quanto para corpos livres.

No caso de uma particula com massa nula, como por exemplo um foéton, o

segundo termo do lado direito da equacéo (C.17) vale zero e, conseqientemente esta
equacao nos fornece:
E = pc (C.18)
Por outro lado, no referencial em que a particula encontra-se em repouso, ou seja,
u =0, a equacdo (C.17) assume a forma da expressdo da energia de repouso da
particula livre, £ = mc?.

As equacbes do momento relativistico e da energia total [equacbes (C.6) e
(C.15)] mostram que estas grandezas podem ser ndo nulas somente se m — 0 na

mesma propor¢ao em que u — ¢, ou seja, mantendo o termo —~— constante. Em

V1=(%)
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outras palavras, particulas com massa nula necessariamente se movimentam com
velocidades de modulo igual ao modulo ¢ da velocidade da luz no vacuo. A existéncia
de tais particulas € amplamente comprovada experimentalmente e como exemplo

citamos os fotons, que séo particulas associadas a radiacao eletromagnética.

8 - O Efeito Compton

Como um exemplo da aplicacdo das equacbes apresentadas nesta unidade
vamos demonstrar a equacdo do efeito Compton. Este efeito foi proposto pelo fisico
americano Arthur H. Compton (1892-1962) em 1922 a partir do estudo do

espalhamento de raios X pela matéria, observando que o comprimento de onda da
radiacdo espalhada esta relacionado com o comprimento de onda da radiacao
incidente e independe do material do alvo, sobre o qual a radiacéo incide. Estudos
tedricos e experimentais de Compton mostraram que este tipo de espalhamento resulta
da coliséo de fotons com os elétrons livres do alvo. Em resumo, o efeito Compton é a
variagdo do comprimento de onda da radiacdo eletromagnética espalhada por elétrons
livres.

Para discutir o efeito Compton, vamos considerar a radiagdo eletromagnética
como um conjunto de particulas (os fétons), com energia £ = hv, onde h € a constante
de Planck e v é a freqUéncia da radiacdo eletromagnética. Consideramos um feixe de
raios X de comprimento de onda \; que incide sobre um elétron em um referencial em
gue este elétron encontra-se em repouso antes da colisdo. Em relacdo a este
referencial a radiagdo espalhada possui um comprimento de onda ),. Esta situagéo
esta ilustrada na Figura C.3. ApoOs a colisédo, o foton é difratado com um angulo o e 0
elétron sai com um angulo # em relacdo a linha que conecta o féton incidente e o

elétron antes da colisdo. O momento do féton incidente p, e difratado p, séo:

P = % = "’% = /\]—’I (C.19)
e
= % = ";ﬁ = /\]—;, (C.20)

respectivamente. Para obter estas equacdes a relacdo \v = ¢ foi utilizada.

55



Depois da Colisao

&
Antes da Colisao

~AAA~A D CRNS
v\’\’\'\‘%\_’

?, m
Figura C.3: Representacdo esquematica do efeito Com  pton. Um fé6ton com momento  p; incide em um elétron

livre de massa m. O féton espalhado possui  p3> e o0 elétron assume momento  pe.

De acordo com o principio de conservacdo do momento, 0 momento do sistema
féton-elétron antes da colisdo deve ser igual ao momento apdés a colisdo, ou seja
ﬁantes = ﬁdepois
P1 = P2+ Pe-
Reescrevendo esta equacéo da seguinte forma:

Pe = P1 — Po2-

Agora, elevando os dois lados da equacdo acima ao quadrado (lembrando que os

vetores p; e p; ndo possuem a mesma direcao) obtemos:

P2 = pi+ p3 — 2pipacos(a) (C.21)
A lei de conservacgao de energia implica em:

Eant.es = Lidepois

prC+ mc® = poc + /p2c? + m2c?, (C.22)

onde a energia do foton é dada pela relacdo (C.18), uma vez que o foton € uma

particula de massa nula. Antes da coliséo, a energia do elétron sua energia de repouso

[equacédo (C.16)] e apds a colisdo a energia do elétron é dada pela equacao (C.17).

Passando p,c para o lado esquerdo da equacéo e elevando os dois lados da equacéo

resultante ao quadrado, obtemos:

(p1c+mc? — pac)? = (y/p2c? + m2ch)?
4

P2 + 2pyme® — 2p1pac® + mPet — 2pamed + pic? = p?c® + mict,
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reescrevendo esta equacao, temos:

PIC + p3c® 4 2pymc® — 2p1pac® — 2pamc® = plc?

e dividindo toda a equacéo por %, obtemos

P2+ p3 + 2pyme — 2p1pa — 2pame = P2

Substituindo a p? pela equagéo (C.21), obtemos:

P2+ p3 + 2pime — 2pips — 2pame = P2 + p3 — 2pipacos(a).

Re-organizando os termos da equacdo acima e dividindo o resultado por dois,

encontramos:
pimec — p1p2 — Pamc = —p; pQCOS(oz),
Re-organizando o resultado da seguinte forma

p1—pr = B2 [1 — cos(a)]

e substituindo p, ={ e p,=4{, dados pelas equagBes (C.19) e (C.20),

respectivamente, obtemos:

/ h h2
A—ll o /\_12 = /\1/\L~gmc[1 - COS((’Y)]'

Multiplicando os dois lados desta equacao por % obtemos a diferenca entre os

comprimentos de onda dos fétons espalhado A, e incidente \;, dada por

Ao — AL = 21 — cos(a)]. (C.23)

mc

7

Esta é a equacdo para o efeito Compton que nos fornece a relacdo entre os
comprimentos da radiagdo eletromagnética que incide sobre o elétron livre e o

comprimento de onda radiacdo que € espalhada por ele.
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RESUMO DA UNIDADE
Momento Relativistico: Na teoria da relatividade o momento de uma particula é

expresso por

F=
onde m é a massa da particula e i sua velocidade. Esta equacao nos diz que nenhuma
particula ou objeto pode se deslocar com modulo de velocidade maior do que o médulo
da velocidade da luz no vacuo, uma vez que quando v — ¢, p — oco. Dessa forma, ¢

representa a velocidade limite de qualquer objeto material.

Energia Relativistica: A energia cinética relativistica de uma particula livre (ou corpo)

€ expressa por

E, = mc? (ﬁ — 1> e sua energia de repouso vale E, = mc?. A energia total

relativistica, que € a soma destas duas quantidades, é dada por:

Relacdo Energia-Momento: As expressfes do momento e energia relativistica
mostram que particulas com massa nula necessariamente se movimentam com
velocidades de médulo igual ao modulo ¢ da velocidade da luz no vacuo. O momento

relativistico e a energia relativistica se relacionam através da seguinte expressao:
E? = p*c® + m?¢*

Efeito Compton: E a variagdo do comprimento de onda da radiacdo eletromagnética

espalhada por elétrons livres.

58



EXERCICIOS
1 — Considere um elétron livre se movendo com velocidade de médulo 0,7c e calcule:
a) Arazdao entre os médulos do momento relativistico e classico; [Resposta: 1,4]

b) A razédo entre a energia cinética relativistica e classica. [Resposta: 1,63]

2 — Calcule a velocidade de uma particula, cuja razdo entre 0 médulo do momento
dado pela expresséo relativistica e o0 momento dado pela expresséo classica é 1.2.
[Resposta: 0,55c¢]

3 — Calcule a velocidade de uma particula para qual modulo do momento classico € 9%

menor do que o mdédulo do momento relativistico. [Resposta: 0,41c]

4 — Qual é a velocidade de uma particula que possui energia total igual ao dobro de

sua energia de repouso? [Resposta: 0,87c]

5 — Calcule o modulo da velocidade e do momento de uma particula de massa 2

MeV/c? e energia cinética de 3 MeV’. [Respostas: u=0,92c; p=4,7 MeV/c]

6 — Considere o efeito Compton: Experimentalmente, observa-se que o comprimento
de onda da radiagao incidente )\, sofre um aumento de 2% quando o angulo de difracao
€ o = 60°. Quais sdo os comprimentos de onda dos fotons incidentes e difratados (\,)?
Dados: h=6,63x10%* J.s; m=9,1x10%g; c=3x10° m/s.

[Respostas: 6,07x10™ m; 6,19x10™** m]

" Um elétron volt (eV) equivale 1,6x10™° Joules.
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Unidade D: Processos de Alta Energia

1 — Transformacdes de Energia e Momento

Nesta secdo discutiremos como as expressdes relativisticas para a energia e
momento se modificam de um referencial inercial para outro. Para isso vamos
considerar a situagdo ilustrada na Figura D.1, que mostra uma particula de massa m
movendo-se com velocidade «/ em relacdo ao referencial inercial R’, que por sua vez
se move paralelamente ao eixo X do referencial R com velocidade . No referencial R,
a velocidade da particula vale i.

Y Y

KA

il

7
Figura D.1: Dois referenciais inerciais de eixos pa  ralelos com R’ se movendo com velocidade ¢ em relagdo a

R. Uma particula de massa m se move com velocidade @ em relagéo ao referencial Re ' em relagdo a R'.

A energia total relativistica e as componentes do momento relativistico no

referencial R, dadas pelas equacdes (C.15) e (C.6), respectivamente, valem:

E — 77LC2 D.l

—(2)? (-1
Px = TY%‘)Z (D.2)
py = \/% (D.3)
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pr = R (D.4)

1-(%)?

e no referencial R’, temos:
E = mc? (D5)

1—(X

|
n|\
—
[

pfx _ mu'y (D 6)

1(uz

]

Py = ( (D.7)

Py = e, (D.8)

1=(4)7

R

M

Substituindo as transformacdes de Lorentz para as velocidades [equacOes (B.20)]

pode-se mostrar que

7qu)
\/1—(‘7)2 TV

Substituindo esta equacgao na equacéo (D.5) obtemos

e

2
u

(D.9)

v (1- ﬂ}) 1”62 =7 me? _ __mvuy .
Vi=(E VISE? 122

Finalmente, substituindo as equac¢des (D.1) e (D.2) nos termos entre colchetes da

E =

equacao acima, encontramos a expressdo para a transformacdo de Lorentz para a

energia total do referencial R para o referencial R’, dada por:

E' =~(E —vpx). (D.10)
Vamos agora encontrar as transformacdes para o momento relativistico.

Substituindo a equacéo (D.9) na equacéao (D.6), obtemos:

/o (1_122\()

bx = 'VWmuX

Substituindo u'y = 1“_‘&/; [dado pela equacéo (B.20)], obtemos

p _ ,_y (1 ”‘\,) (U\' l) m = ’)/'ITL uUx —v mux muv
V-5 (=755 V- - I\ imer T e )
Comparando esta equacdo com as equacoes (D.1) e (D.2), observamos que o primeiro

termo entre paréntesis € igual a py e o segundo vale “Z. Dessa forma, a equagéo para

P’y torna-se
Py =v(px — %) (D.11)
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Substituindo a equagéo (D.9) e ) = (7)( [equacao (B.20)] na equacéo (D.7),

obtemos
_ (1 %) uy , _ muy

p fy \/1 u U:‘,EY ) m = \/1*( )

Comparando esta equacao com a equacéao (D.3) observamos que

Py = py- (D.12)

Seguindo o mesmo raciocinio para a componente Z do momento. Substituindo a

equacédo (D.9) e u, = ﬁ [equacdo (B.20)] na equacdo (D.8), encontramos
_ (1- Uzl.\ ) Uy _ muy

p ’Y\/l u ),\’ _L{u_j\’)m_ \/1_(%)2

e, comparando esta equacao com a equacao (D.4) observamos que

Py =Dz (D.13)

Dessa forma, as transformagfes de Lorentz para a energia e momento sao
dadas pelas equacdes (D.10), (D.11), (D.12) e (D.13), ou seja
E' =~(FE — vpx)

oE

zX —;ipX — @) (D.14)
;=

Pz =Dz

As transformacdes inversas sao:
E =~(FE + vp)

UE
ﬁf -~ ;(p =) (D.15)
- Y
Pz =Pl

Estas transformacdes relacionam a energia total e momento relativisticos em

diferentes referenciais inerciais.

2 — Colisdes de Alta Energia

Na unidade C mostramos que as equagfes para 0 momento relativistico
satisfazem o principio de conservacdo do momento. Para tal consideramos um
processo de colisdo elastica entre duas particulas de massas idénticas. Podemos usar
um procedimento semelhante para mostrar que a energia total, que segue as
transformacodes (D.14), também é uma grandeza conservada. Entretanto, neste ponto
estamos interessados em colisdes de particulas de alta energia. Neste tipo de coliséo,
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as particulas resultantes apés a colisdo podem ser diferentes das particulas antes da

colisdo, ou seja, podem-se criar novas particulas durante a colisao e destruir outras.

Y

Depois da
R q\ colisiao %

'??E]Aﬁ-‘l Antes ¥/ ﬂ.—\rg.-i

z

Figura D.2: Colisdo entre duas particulas de altae nergia com massas mi4 € maa € Momentos pPia e Paa

antes da colisdo. Apds a colisdo novas particulasd e massas mip € map € momentos pip € pap S80 criadas.

Para discutir colisbes entre particulas de alta energia, vamos considerar a
situacdo mostrada na Figura D.2. Esta figura, mostra a colisdo entre duas particulas
fundamentais de massas, mi1 € m24, € momentos diferentes 7. € 4. Enquanto essas
particulas estdo distantes uma da outra, a interacdo entre elas € desprezivel.
Entretanto, durante a colisdo, as particulas interagem entre si criando novas particulas.
Essas particulas criadas possuem massas mip € m:p € momentos pip € jp diferentes

das particulas iniciais. Note que todo o processo de colisdo é visto em um Unico
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referencial inercial R. Os principios de conservagdo de momento e energia nos dizem
que:

Dantes = ﬁDepois

Eaptes = EDepois,

ou seja, 0 momento e a energia total deve ser os mesmos antes e depois da colisao.
Neste texto, vamos discutir somente as implicacdes da segunda equacdo acima.
Reescrevendo-a em termos das energias das particulas envolvidas temos:

Eva+ Eya = FEip + Esp.

(D.16)

A energia total relativistica para cada particula & dada pela equacdo (C.15) e
representa a soma da energia cinética e a energia de repouso da particula, ou seja,
E=FE,+ FE. onde E, é a energia cinética da particula e £, = mc? é a energia de
repouso da particula. Dessa forma, podemos reescrever a equacao (D.16) da seguinte
maneira:
miac® + Eua+ moac® + Ewa = mipc® + Eap + mapc® + Eop

Colocando todos os termos correspondentes a energia cinética das particulas
para o lado esquerdo da equacdo e os termos da energia de repouso das particulas
para o lado direito, obtemos:

Eoas+ Eos— Fap — Faop = mipc + Map® — mqac? — maac>.
Podemos rearranjar esta equacao da seguinte forma:
(Ecia + Ecoa) — (Eap + Ewp) = [(mip + map) — (mya + m/QA)]CQ- (D.17)

O lado esquerdo desta equacdo representa a variagcdo da energia cinética
durante a colisdo, enquanto que o lado direito mostra a variacao da energia de repouso
das particulas envolvidas na colisdo. Definido
AE, = Epepois — Feantes = (Ech + Ec?D) — (EclA + ECQA)

e

Am = Mpepois — Mantes = (M1p + Map) — (M1a + Mmaa),

podemos escrever a equacao (D.17) da seguinte forma:

AE,. = —Amc? (D.18)

Em uma colisdo perfeitamente elastica, AE. = 0 e consequentemente, Am = 0,

ou seja, a massa se conserva. Se Am > 0 necessariamente AF. <0 e se Am <0,
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AF,. > 0, ou seja, pode haver uma variacdo de massa do sistema, desde que também
ocorra uma variacao da energia cinética.

Nas equacdes acima, consideramos 0 caso em que a colisdo entre duas
particulas resulta em duas particulas diferentes das iniciais. Entretanto, o resultado
desta colisdo pode resultar em mais do que duas particulas. Por exemplo, a colisdo
entre dois protons pode resultar em um préton, um néutron e um pion, ou seja, trés
particulas sdo criadas a partir de duas. Nestes casos, apds a colisdo, a energia
cinética serd a soma das energias cinéticas de todas as particulas criadas e a massa
serd a soma das massas de todas as particulas criadas. As equacgfes para a variagao
da energia cinética e da massa se modificam da seguinte forma:

AEC - E(‘Depois - ECAntes = Z ECD - (ECIA + ECQA) (Dlg)
e
AM = Mpepois — MAntes = 9 Mp — (M1 + Maa), (D.20)

onde ) E.p é a soma das energias cinéticas das particulas criadas e > mp € a soma

de suas massas. Com, AFE,. e Am dados pelas expressdes acima, a equacgao (D.18)

nao se modifica.

3 — Limiar de Energia

Na situacdo em que temos AFE,. < 0 ou, equivalentemente, Am >0 h&d uma
energia cinética minima para as particulas antes da colisdo para que ocorra a criagdo
de novas particulas. Para encontrar a equacao para esta energia cinética limite, vamos
considerar a colisdo de duas particulas, 1 e 2, de massas m,; € m,, produzindo novas
particulas. Supondo que em um certo referencial inercial (R) a particula 1 possua
momento p; = p e a particula 2 encontra-se em repouso p, = 0. Consideramos ainda,
um segundo referencial inercial (R’) que se move em relacdo a R com velocidade tal
gue o momento relativistico inicial neste referencial seja nulo (' = 7, + p, = 0). Esta
escolha simplifica significativamente os calculos.

No referencial R, antes da colisdo o0 momento total serda p=p, +p> =9 € a
energia total sera dada por £ = F, + E,, onde FE, é a energia da particula 1 e F, a
energia da particula 2. A energia da particula 1 é E, = \/p2c2 + m2¢* [dada pela
equacéao (C.17)] e a energia da particula 2 é F, = m,c? [equacéo (C.16)], entdo:
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E = c\/p* + m3c® + mac?, (D.21)
Usando a equacéo (C.17) no referencial R, obtemos:

(my +ma)?c* = E? — p*c?. (D.22)

Ja no referencial R’, temos:

(my +mg)?c* = B — pc, (D.23)

onde £’ é a energia e p 0 momento total antes da colisdo no referencial R'.

Comparando as equac0es (D.22) e (D.23), obtemos:

E? — pQCQ — F?_ plch

e substituindo p"?> = 0 nesta equacéo, como imposto pela escolha do referencial, ela se

reduz a:

E? —p*c? = B™ (D.24)
Substituindo o valor de F [dado pela expressdao (D.21)] na equagao acima,

encontramos:

E? = p?c + m3c* + m3ct + 2mac®\/p? + mic® — pPcR

Reescrevendo, obtemos:

E? = m3ct + m3ct + 2mac® /P + mic?. (D.25)
O principio de conservacéo de energia e momento nos diz que a energia total do

sistema antes da colisdo deve ser igual a energia total apos a colisédo e a lei de

conservacdo do momento nos diz que os momentos totais antes e depois da colisdo

devem ser iguais. O referencial R’ foi escolhido de tal forma que o momento inicial do

sistema de particulas fosse nulo, e, dessa forma, o momento final (das particulas

criadas) também deve ser nulo. Usando a relagéo (C.17) notamos que nesta situagao,

a energia final do sistema corresponde a energia de repouso das particulas criadas, ou

seja, E, = Ejp, =Y., mp;c?, onde mp; € a massa da i-ésima particula resultante da

colisdo. Entdo, da lei de conservacdo de energia no referencial R’, temos £’ = £, ou,

elevando ao quadrado, E’? = E72. Substituindo, nesta expressdo, F£’?, dado pela

equacdo (D.25) e E3 = (>, mp;)*c*, obtemos:

m2ct + mict 4+ 2macy/p2 + mic® = (32, mpi)2ct. (D.26)
Temos que a energia total da particula 1 antes da colisdo no referencial R é

dada pela equago (C.17) e vale F) = ¢\/p? + mic2 = E. 4+ myc? onde E, é a energia
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cinética da particula 1, a qual corresponde a energia cinética total pois a particula 2
encontra-se inicialmente em repouso, e m;c? € sua energia de repouso. Substituindo
esta expressao na equacao (D.26), obtemos:
mict +m3ct + 2mac?(E. + myc®) = (3, mpi)*c.
Abrindo o ultimo termo do lado direito da equac¢éo acima em dois termos, obtemos:
mict + mict + 2moc? E. + 2mymact = (3, mpi)*ct
e dividindo ¢?, temos:
mic® +m3c® + 2maE. + 2mymac® = (3, mp;)*c?
ou
(my 4+ m2)?c® 4 2maE. = (3, mp;)*c
Isolando 2m; E.., obtemos:
2moE. = [(32; mpi)? — (my + ma)?]c? = —[(my1 + ma)? — (32, mpi)?]c2
Esta equacao pode ser reescrita na forma:
2maE. = —[(my +ma + >, mpi)(my +ma — Y. mpi)]c*.
O segundo termo entre paréntesis do lado direito da equacdo acima foi definido
na secao anterior [equacao (D.20)] como —Am, a variagdo da massa total durante a
colisdo, e chamando o primeiro de )M, obtemos:
2moE,. = MAmc?,
mas, de acordo com a equagé&o (D.18), Am = —2£=, entéo:

B, = —MAE (D.27)

2mso

Esta € a expressdo para a energia cinética minima necesséria para criar
particulas a partir da colisédo entre duas particulas. Como a energia cinética é uma
grandeza positiva, esta expressdo implica que AE, é uma grandeza negativa, ou seja,
a energia cinética total do sistema ap0s a colisdo € menor do que a soma das energias
cinéticas das particulas iniciais.

Esta energia minima somente é necesséaria quando Am > 0. Quando, a massa
das particulas formadas for menor do que a massa das particulas iniciais, ou seja,
Am <0, AFE. é uma grandeza positiva e ndo ha um limite para valor das energias
cinéticas das particulas inicias. Neste caso, as energias de repouso das particulas

iniciais sdo suficientes para a produgéo de novas particulas.
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Experimentalmente, sdo utilizados grandes aceleradores de particulas para

acelerar particulas até velocidades suficientemente altas para que a energia cinética
minima seja atingida. Utilizando estes equipamentos os cientistas sdo capazes de
produzir particulas em condigbes semelhantes as condi¢Bes fisicas do universo
primordial e conseqlentemente, obter um melhor entendimento sobre da histéria do

universo.

4 — Formacéo e Destruicdo de Particulas: Alguns Exemplos

Nas ultimas secdes, discutimos processos de colisdes entre particulas genéricas
de altas energias e massas quaisquer e a formagdo de novas particulas durante a
colisdo. Agora, vamos discutir alguns aspectos sobre formacdo e destruicdo de
particulas reais.

Comecamos discutindo o processo de formacdo do déuteron a partir da
interacdo entre um préton e um néutron, dado pela seguinte reacao:
pt4+n—d+1.
Além do déuteron, este processo resulta na emissdo de um foton com energia
E, =3,5631 x 107'3J. Podemos obter o comprimento de onda deste féton através da
seguinte relacéo:
E, =hv= ”7‘,
onde 1 =6,6261 x 10~** m’kg/s é a constante de Planck. Substituindo
c=2.9979 x 10* m/s e E, e h na equacao acima obtemos
v =5,5750 x 1071 m = 557, 50 fm.

A variacio de massa do sistema durante a colisdo é

Am = (my +my) — (mg +7) = [(1,6726 4 1,6749) — (3,3436 4 0)] x 107" kg
Am ~ 3,9 x 107 kg,

ou seja, hd um desaparecimento de massa durante 0 processo. Embora a ordem de
grandeza deste valor pareca pequena, é interessante notar que ele corresponde a
aproximadamente um milésimo da massa total das particulas iniciais e a massa do
sistema ndo é conservada.

Embora o féton ndo possua massa, ele transporta inércia. Esta inércia vale

B ~3,9x 1073 kg.

c2
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Note que este valor é igual ao valor obtido acima para Am, ou seja, O
decréscimo de massa do sistema pode ser atribuido a inércia transportada pelo foton.

Como discutido na secdo anterior, quando a massa total das particulas formadas
€ menor do que a massa total das particulas iniciais ndo ha uma energia cinética
minima para a producdo de novas particulas — as energias de repouso das particulas
sdo o suficiente. Vamos entdo considerar que o proton e o néutron encontram-se em
repouso em um dado referencial. Para satisfazer o principio de conservacdo de
momento, o déuteron formado também devera estar em repouso. Nesta situacéo, estas
particulas possuem somente suas energias de repouso e a variacado da energia total
durante o processo é dada por:

AE = mgc* + E, — myc* — m,c* = (Am — (,—2’)(:2.

Como Am e 3 tem o mesmo valor, obtemos AFE = 0, ou seja, a energia do sistema é

conservada.

Apresentamos, agora mais algumas consideracdes sobre a energia de particulas
livres. De acordo com a equacéao (C.17) a energia de uma particula livre pode ser dada
por:

E = ++/p?c® + m?ct.

Esta equacdo prevé a existéncia de particulas de energia negativa. De fato, o fisico
britanico Paul A. M. Dirac (1902 — 1984) propds em 1928 uma equacdo de onda
relativistica que descreve o comportamento do elétron. Esta equagdo possui solucdes
de energia negativa, levando a previsdo da existéncia de antiparticulas. Esta previsao
foi confirmada em 1932, quando o fisico americano Carl Anderson (1905 — 1991)
descobriu a antiparticula do elétron: pdsitron, que uma particula com massa igual a do
elétron e carga elétrica igual a do proton. Outras antiparticulas foram descobertas
posteriormente em estudos de processos fisicos de alta energia presentes na natureza,
como os raios cosmicos, e em colisbes de particulas de alta energia em aceleradores
de particulas. Atualmente, a existéncia de antiparticulas é altamente aceita pela
comunidade cientifica, sendo possivel, inclusive a criacdo de anti-dtomos, como o anti-

hidrogénio.
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Outro passo importante na criagdo e destruicdo de particulas foi dado pelo
desenvolvimento da eletrodindmica quéantica pelo fisico americano Richard P. Feymann
(1918 — 1988) e outros cientistas, no final da década de 1940, a qual prevé a criacdo e
destruicdo de particulas, ndo considerada na equacao de Dirac.

Vamos considerar como exemplo de destruicdo de particulas, a colisdo de um
elétron (¢7) e um positron (e*). Neste processo, as particulas sdo aniquiladas através
de uma das seguintes reacgdes:
et +e” = v+7y
ou
et +e =5 y+v+7,
sendo que a emissdo de pelo menos dois fotons (vy) € necessaria para que 0S
principios de conservacdo de energia e momento sejam satisfeitas. A primeira reacéo
€ mais provavel quando o pdsitron possui energia cinética pequena.

Outro exemplo de aniquilacdo de particulas é a reagéo
prHpT 2+,
onde um proton (p*) e um antiproton (p~) em repouso se aniquilam mutuamente.
Podemos utilizar os principios de conservacdo de momento e energia para determinar
a energia dos fétons emitidos. O principio da conservacdo do momento implica que o
momento total dos fotons resultantes deve ser nulo pois 0 momento total inicial € nulo
(as particulas estdo em repouso), ou seja, os fotons devem ter momentos iguais em
modulo e de sentidos opostos. Como os médulos dos momentos dos fétons criados
sao iguais, implica que eles também possuem energias iguais. Usando o principio da
conservacao da energia, temos:

Eantes = EDepois

m,c® + myc* = E, + F.,

onde o primeiro e 0 segundo termo do lado esquerdo desta equagao sao as energias
de repouso do préton e do antiproton, respectivamente. A energia de um féton
resultante é

E, =m,c®* =938MeV ~ 1,5 x 10710 ]

e 0 comprimento de onda da radiagdo emitida é A = 2 = 1,32 x 107" m = 1,32 fm.

Y
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Nesta secdo apresentamos trés exemplos de processos de formagédo e
destruicdo de particulas. Existem inUmeros outros exemplos que ocorrem na natureza
e, muitos destes podem ser reproduzidos em aceleradores de particulas. Em todos
estes processos, 0s principios de conservagao de energia total relativisitica e momento

relativistico sao satisfeitos.
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RESUMO DA UNIDADE
Transformacdes de Energia e Momento:  As transformacdes de Lorentz para a
Energia e Momento s&o:

E' =~(FE — vpx)

Px =v(px — %)
P/y = Py
Py =pz

Colisdes de Alta Energia: Quando particulas de alta energia colidem, pode-se criar
novas particulas e/ou destruir particulas envolvidas na colisdo. Em uma colisdo, a
variacdo da energia cinética (AFE.) se relaciona com a variagdo da massa das
particulas (Am) pela seguinte expressao:

AE, = —Amc®. (D.18)
Em uma colisdo perfeitamente elastica, AE. =0 e consequentemente, Am =0, ou
seja, a massa se conserva. Se Am > 0 necessariamente AE. <0 e se Am <0,
AFE, > 0, ou seja, pode haver uma variagdo de massa do sistema, desde que também
ocorra uma variagdo da energia cinética.

Energia Limite: Quando AFE. < 0 ou, equivalentemente, Am >0 ha uma energia
cinética minima para as particulas antes da colisdo para que ocorra a criagdo de novas
particulas. Quando duas particulas colidem, esta energia ¢ dada por:

E, = _MALE (D.27)

2ma
onde M é a soma das massas de todas as particulas e m, € a massa de uma das
particulas antes da colisdo. Como a energia cinética € uma grandeza positiva, esta
expressao implica que AFE, é uma grandeza negativa, ou seja, a energia cinética total
do sistema apds a colisdo € menor do que a soma das energias cinéticas das
particulas iniciais. Quando Am < 0, AE. é uma grandeza positiva e ndo ha um limite
para valor das energias cinéticas das particulas inicias. Neste caso, as energias de

repouso das particulas iniciais séo suficientes para a produgéo de novas particulas.
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EXERCICIOS

1 — Uma particula dentro de uma nave espacial viagjando com velocidade de mdodulo
0, 5¢ possui energia total £/ =1 x 101 J e componente de momento na dire¢édo X igual
a py =1 x 107®%kg.m/s, medidos em relagdo a um referencial inercial fixo na nave.
Quais séo os valores de energia e momento em um referencial inercial fixo na Terra?
[Respostas: 2,89x10° J; 1,35x10™*® kg.m/s]

2 — Uma particula de massa 2 MeV/c? e energia cinética de 4 MeV colide com uma
particula de massa 3 MeV/c?, inicialmente em repouso.
a) Calcule o médulo do momento antes da colisdo. [Resposta: 5,66 MeV/c]
b) Se as duas particulas permanecem unidas ap6s a colisdo, qual € a massa da
particula resultante? [Resposta: 7 MeV/c?]

c) Qual é o modulo da velocidade da particula resultante? [Resposta: 0,63c]

3 — Uma particula de massa 1x10°° kg e energia cinética de 2x10** J colide com uma
particula de massa 5x10* kg, inicialmente em repouso.
a) Calcule 0 médulo do momento antes da colis&o. [Resposta: 9,2x10% kg.m/s]
b) Se as duas particulas permanecem unidas ap6s a colisdo, qual € a massa da
particula resultante? [Resposta: 7,63x10° kg]
c) Qual € o modulo da velocidade da particula resultante? [Resposta: 0,37c]
d) Qual é a variacdo da energia cinética durante a coliséo? [Resposta: -1,47x10™3]]

Considere o0 médulo da velocidade da luz como sendo c=3x10% m/s.
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